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�
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∑

p�N

e
2πi t

p ;
∑

p�N

Bs

({

t

p

})

;
∑

p�N

(p+ l)it, l �= 0;
∑

p�N

(p+ k)itχq(p+ k), k �≡ 0 (mod q),

��	 l, k � �	
 	 !��

" p ����	�
	� ����� 	 !��

" χq(n) � #
�
��	� ����#
	 �� � !	�
 n ��
�	�������� ����
$ q > 1;Bs({x})�������� &	���

� � ���	��� s �� ������� !
��� �	�	���	�����
!��

 x.

'	�� 	 �	�����

�� 	 ��	��� ��������	���!	���# ���� � ����� �� !��

�� � �����	�����(
$��	 ����
�	��

�� 	 ����
����� )
�
! � �	���� ����� # !��	
 ����
�
	*
� +�,� -�����
��(
�� .�℄�

- �����	 ��	��� 0��# ���� �� ����� � 
	*
� ��	��� ��� �	����� # v � 1 ����1 ����!	�� #
� ������	���� ������	� �	
��	
	� !��

1 ��	$��# ���

∑

n�N

τv(n)e
2πi t

n ;
∑

n�N

τv(n)Bs

({

t

n

})

;
∑

n�N

τv(n)(n+ l)it, l �= 0;

∑

n�N

τv(n)(n+ k)itχq(n+ k), k �≡ 0 (mod q),

��	 τv(n) � ������	��
� ������� �	
��	
	� !��

 n, ���)�
!
$�
� !��
� �	2	��� ��
��	���
n1 . . . nv = n � �
���

�� # !��

# n1, . . . , nv.

'	�� � 2
��� )�	�� ��
�$��� ��	��� ��
�� # ��������	���!	���# ���� � �
�����
�� ��
����	*���
�� �)�	�	��� �	�	�	�� # ��������
���

Ms < M ′

s � 2Ms,M1 � Ms � 2M1, s = 1, . . . , r,

���������	 
����
�� �������	�� � ������ ��	
��
�
 �
��� ����
� 	
�
 �
�
 �
���
�������� � ����������
��� ������� 
�
��	
 ���
��
�
 ���
 ���� ����������  ���� ����
����
����� � �����
���� �
���
����� !�"#$%&

()*#+$,-.�-)0%--,

-"
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� ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

��	� ���� ���


∑

M1<n1�M ′

1

· · ·
∑

Mr<nr�M ′

r

e
2πi t

n1...nr ;
∑

M1<n1�M ′

1

· · ·
∑

Mr<nr�M ′

r

Bs

({

t

n1 . . . nr

})

;

∑

M1<n1�M ′

1

· · ·
∑

Mr<nr�M ′

r

(n1 . . . nr + l)it, l �= 0;

∑

M1<n1�M ′

1

· · ·
∑

Mr<nr�M ′

r

(n1 . . . nr + k)itχq(n1 . . . nr + k), k �≡ 0 (mod q).

3��	���1 !�� ��
�!	�� 	 )�	�� �	)�
��
� ������ �	��	�	 +�,� -�����
���
 �
� �)	��� # ����
.�4�℄ 5��� �
�*	 .61 �℄7�

8
�����
� �
���
 �����
*
	� �
2� ���
	���
��� �� ��
�� � ��������	���!	���� ����
� �
����� �� !��

�� .94:℄�

"� #��$�%������ �&!��!'( �)���* �!�+�
�����$� "� ����� n � 25, r � ����	�
���� 
��
��

Ms � M ′

s < 2Ms(1 � s � r), 1 < M1 � M2, . . . ,Mr � 2M1,

t = Mn−θ
1 , 0 � θ � 1,

S =

M ′

1
∑

m1=M1

· · ·

M ′

r
∑

mr=Mr

e2πiF (m1...mr), F (x) =
t

x
.

����� �������� ��
�����
���� ���������� γ� ������ 
��

S ≪ M1 . . .MrM
−ρ
1 , ρ =

γ

m0
,m0 = r

(

n+ r

r + 1

)

.

�����$� ,� ����� n � 25, r � ����	�
���� 
��
�� k �= 0 � ��
���

Ms � M ′

s < 2Ms(1 � s � r), 1 � M1 � M2, . . . ,Mr � 2M1,

t = Mn−θ
1 , 0 � θ � 1,

T =

M ′

1
∑

m1=M1

· · ·

M ′

r
∑

mr=Mr

e2πit ln (m1...mr+k).

����� �������� ��
�����
���� ���������� γ� ������ 
��

T ≪ M1 . . .MrM
−ρ
1 , ρ =

γ

m0
,m0 = r

(

n+ r

r + 1

)

.

,� �&-�$�.�)�%/!'� �)���* �!�0� '���� P = (P1, . . . , Pr), 1 < P1 � P2 � . . . � Pr, � �����
J = J(P;n, k, r) ���)�
!
	� !��
� �	2	��� ����	� ����
���� # ��
��	��� ���


2k
∑

j=1

(−1)jxt11j . . . x
tr
rj = 0, 0 � t1 + . . . + tr � n, t1, . . . , tr � 0,

��	 �
*��	 �	�)�	����	 )�
!	��	 xij ������
	� ��	 �	
 	 )�
!	��� �� 1 �� Pi, ��� 0��� P1 → ∞, 

�������� 	 n, k, r ��
�$��� �
���

�� �� !��

��� +�		�

J = J(P;n, k, r) =

∫

· · ·

∫

Ω

|S(A)|2k dA,



������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � �

��	

S(A) = S(A;P;n, k, r) =

P1
∑

x1

· · ·

Pr
∑

xr=1

exp {2πif(x1, . . . , xr)},

���!	�

f(x1, . . . , xr) =

n
∑

t1=0

· · ·

n
∑

tr=0
t1+···+tr�n

α(t1, . . . , tr)x
t1
1 . . . xtrr ,

�����
 Ω ���)�
!
	� 	����!� � ��� �
)�	������ m =
(n+r

r

)

�
	��$�	�� ���
;

0 � α(t1, . . . , tr) < 1, 0 � t1, . . . , tr, t1 + . . . + tr � n.

��$$� .<℄� ����� 3 � n, 2 � r � ����	�
���� 
��
�� 0 � τ � ��
�� 
��
�� m =
(n+r

r

)

,m1 =
nrm
r+1 , � ����� k � mτ. ����� �
� ��
�
��� J = J(P;n, k, r) ����� ������

J � D(τ)(P1 . . . Pr)
2kP

−∆(τ)
1 ,

���
∆(τ) = m0(1− (1− 1/n)τ ), D(τ) = 2nr(n+ 1)n(km−1)2k.

1� 2���3�)�%/&)�� )����$' "� - ����	 S = S(M),M = (M1, . . . ,Mr), ����)�	�	� ������
����	*����� ��������
��� �� m1, . . . ,mr �
 �	
�!�� u1v1, . . . , urvr. - ������ # ���)�
!	���#
��
�!��

S = S(M) =
∑

M1−u1v1<m1�M ′

1
−u1v1

· · ·
∑

Mr<mr�M ′

r

−
∑

M1−u1v1<m1�M1

· · ·
∑

Mr<mr�Mr

+

+
∑

M ′

1
−u1v1<k�M ′

1

· · ·
∑

Mr<mr�M ′

r

.

3��$�
 �
#����

S(M) =
∑

M1<m1�M ′

1

· · ·
∑

Mr<m1�M ′

r

e2πiF (m1−u1v1,...,mr−urvr) + 2θ(u1v1 + . . .+ urvr)M2 . . .Mr, |θ| � 1.

-�)��	� P = [M
1/3
1 ], 1 � u1, v1, . . . , ur, vr � P, � ����������	� ��	� ���		 �
�	����� �� �	�	�	�(

� � u1, v1, . . . , ur, vr � ��	�	

# �� 1 �� P. +�		�

|S(M)| � P−2r
∑

M1<m1�M ′

1

· · ·
∑

Mr<mr�M ′

r

|W (m)| + 2rP−2r+2M2 . . .Mr,m = (m1, . . . ,mr),

��	

W (m) =

P
∑

u1=1

P
∑

v1=1

· · ·

P
∑

ur=1

P
∑

vr=1

exp (2πi(F (m1 − u1v1, . . . ,mr − urvr)− F (m1, . . . ,mr))) .

'�
�*�� x = (x1, . . . , xr), xs = usvsm
−1
s , 1 � s � r,

F (m1 −m1x1, . . . ,mr −mrxr)− F (m1, . . . ,mr) =
t

m1 . . . mr
F1(x1, . . . , xr).

�

		 �
)
�*�� ������$

F1(x1, . . . , xr) = (1− x1)
−1 . . . (1− xr)

−1 − 1

�� �����
	 =	�
��
 �� !
	�
 � ���	��� n0 = 3n � ���
���� � ����	 >
��
�*
� '�� �	�������
0 < θ1 < 1 ��
�!��

F1(x1, . . . , xr) = Φ(x1, . . . , xr) + Υ(x1, . . . , xr),

� ���� ��	
��	���� �

������ � �



� ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

��	

Φ(x1, . . . , xr) =

n0
∑

ν=1

1

ν!
dν
h
F1(0, . . . , 0)

∣

∣

∣

∣

∣

h=x

=

n0
∑

s1=0

· · ·

n0
∑

sr=0
s1+...+sr�n0

xs11 . . . xsrr ,

Υ(x) =
1

(n0 + 1)!
dn0+1
h

F1(−θ1x1, . . . ,−θ1xr)

∣

∣

∣

∣

h=x

.

?
	���
�	
���1
W = W (m) = W1 +R,

��	

W1 =

P
∑

u1=1

P
∑

v1=1

· · ·

P
∑

ur=1

P
∑

vr=1

exp

(

2πi
t

m1 . . . mr
Φ

(

u1v1
m1

, . . . ,
urvr
mr

))

=

=

P
∑

u1,...ur=1

P
∑

v1,...,vr=1

exp 2πiG(u1v1, . . . , urvr),

���!	�

G(u1v1, . . . , urvr) =

n0
∑

s1=0

· · ·

n0
∑

sr=0
s1+...+sr�n0

b(s1, . . . , sr)(u1v1)
s1 . . . (urvr)

sr ,

b(s1, . . . , sr) =
t

ms1+1
1 . . . msr+1

r

.

3�	��� ���
��� R. +�		�

|R| �

P
∑

u1,v1,...,ur,vr=1

∣

∣

∣

∣

1− exp

(

2πi
t

m1 . . . mr
Υ

(

u1v1
m1

, . . . ,
urvr
mr

))
∣

∣

∣

∣

�

� 2π

P
∑

u1,v1,...,ur,vr=1

∣

∣

∣

∣

t

m1 . . . mr
Υ

(

u1v1
m1

, . . . ,
urvr
mr

)
∣

∣

∣

∣

�

� 2π
P
∑

u1,v1,...,ur,vr=1

∣

∣

∣

∣

t

m1 . . . mr

∣

∣

∣

∣

·

∣

∣

∣

∣

1

(n0 + 1)!
dn0+1
h

F1

(

−θ1
u1v1
m1

, . . . ,−θ1
urvr
mr

)∣

∣

∣

∣

h=w

∣

∣

∣

∣

= R1,

��	

w =

(

u1v1
m1

, . . . ,
urvr
mr

)

.

�

		 �
#����

|R1| � 2π2n0+1 |t|

M1 . . .Mr

P
∑

u1,v1,...,ur,vr=1

n0+1
∑

s1=0

· · ·

n0+1
∑

sr=0
s1+...+sr=n0+1

P 2s1

M s1
1

. . .
P 2sr

M sr
r

�

� 2n0+4

(

n0 + r

r − 1

)

P 2(n0+r+1) |t|

M1 . . .Mr

1

Mn0+1
1

� 2n0+4

(

n0 + r

r − 1

)

Pn

(

P 2

M1

)n0+r+1

.

3�	��� ����� W1;

|W1| �

P
∑

u1=1

· · ·

P
∑

ur=1

∣

∣

∣

∣

∣

P
∑

v1=1

· · ·

P
∑

vr=1

exp

(

2πi
t

m1 . . . mr
Φ

(

u1v1
m1

, . . . ,
urvr
mr

))

∣

∣

∣

∣

∣

.



������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � �

-�)�	�	� �	�
�	����� �
� ���� W1 � ��	�	�� 2l1 l = 12m0 = ml0, ��	

m =

(

n0 + r

r

)

,m0 = r

(

n0 + r + 1

r + 1

)

=
rnm

r + 1
,

� �����
�)�	��� �	�
�	������ �A	
��	�
� '�
�!��

|W1|
2l
� P r(2l−1)

∑

v1,1,...,vl,r

· · ·
∑

v2l,1,...,v2l,r

T ({b,Y}),

T ({b,Y}) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

P
∑

u1=1

· · ·

P
∑

ur=1

exp

⎛

⎜

⎜

⎝

2πi

n0
∑

s1=0

· · ·

n0
∑

sr=0
s1+...+sr�n0

b(s1, . . . , sr)Y (s1, . . . , sr)u
s1
1 . . . usrr

⎞

⎟

⎟

⎠

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

��	
Y (s1, . . . , sr) = vs11,1 . . . v

sr
r,1 + . . . + vs11,l . . . v

sr
r,l − vs11,l+1 . . . v

sr
r,l+1 − . . .− vs11,2l . . . v

sr
r,2l,

0 � s1, . . . , sr, s1 + . . . + sr � n0,


 �����
 {b,Y} ���)�
!
	� �
��� ����)�	�	��� !��	
 ���


{b(s1, . . . , sr)Y (s1, . . . , sr)}, 0 � s1, . . . , sr, s1 + . . . + sr � n0.

�
)���	� ��	 ��!�� Y �)Rm �
 ��
 �

��
� � �	����� �

��� E1 ���	�	� �	 �) ��#1 �
� ����� #

|T (b,Y)| � P r−κ.

3��

�� 	 ��!�� ���	�	� �� ������� �

��� E2.
=���
 ��� l = ml0 ��		�

|W1|
2l
� P r(2l−1)(Σ1 +Σ2) = W11 +W12,

Σ1 =
∑

Y∈E1

T (b,Y),Σ2 =
∑

Y∈E2

T (b,Y).

3�	��� W11. ��
�!	���� �
����� Y ∈ E1 �	 ��	���#���� P 2lr. ?
	���
�	
���1

W11 = P r(2l−1)Σ1 � P 4lr−κ.

3�	��� �	�	�� W12. ?�
!


 �
�������� ����$ ����� ���


T (A) =

∣

∣

∣

∣

∣

P
∑

u1=1

· · ·

P
∑

ur=1

exp (2πiH(u,A))

∣

∣

∣

∣

∣

, H(u,A) =

n0
∑

s1=0

· · ·

n0
∑

sr=0
s1+...+sr�n0

α(s1, . . . , sr)u
s1
1 . . . usrr ,

��	
A = {α(s1, . . . , sr)}, 0 � s1, . . . , sr, s1 + . . .+ sr � n0.

C
�	���1 !�� !��
� �������
� �	����
 A �
��� m :

m =

n0
∑

s1=0

· · ·

n0
∑

sr=0
s1+...+sr�n0

1 =

(

n0 + r

r

)

.

'���� Π ���)�
!
	� ��
��
��� � �
�


	
	���	� � �
��
�� ������

d(s1, . . . , sr) = (4π)−1m−1P−s1−...−sr−κ

(0 � s1, . . . sr, s1 + . . .+ sr � n0),

� ���� ��	
��	���� �

������ � �



� ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

� ����� �
��	��� ��!�
 A �) �	�������� �
�


	
	���	�
 Π1 �
�
�1 !�� |T (A)| > P r−κ� =���
 �
�

$��� ��!�� A

′ ∈ Π ���
�	�
��
 ��	��


|T (A′)| > 0, 5P r−κ.

�	������	
���1 ��		�

|T (A′)− T (A)| �

P
∑

u1=1

· · ·

P
∑

ur=1

∣

∣

∣
1− e2πi(H(u,A)−H(u,A′))

∣

∣

∣
�

� 2π
P
∑

u1=1

· · ·
P
∑

ur=1

n0
∑

s1=0

· · ·

n0
∑

sr=0
s1+...+sr�n0

|α(s1, . . . , sr)− α′(s1, . . . , sr)|u
s1
1 . . . usrr < 0, 5P r−κ.

?
	���
�	
���1
|T (A′)| � |T (A)| − |T (A)− T (A′)| > 0, 5P r−κ.

�

		 �
)���	� 	����!� � m(�	�� � ��� Ω �
 �

 	 �
�


	
	���	� Π � ��	��� ��	�#� !��
�M
�	# �) ��#1 ����� 	 ���	�*
� #��� � ���� ��!�� A1 �
��$1 !�� |T (A)| > P r−κ. +�		� �	�
�	����


Mµ(Π)(0, 5P r−κ)2l <

∫

· · ·

∫

Ω

|T (A)|2l dα � D(l0)P
2lr−∆(l0),

��	 µ(Π) � ��D	� �

��� �
�


	
	���	�
 Π;

µ(Π) = (4πm)−m
n0
∏

s1=0

· · ·

n0
∏

sr=0
s1+...+sr�n0

P−(s1+...+sr) = (4πm)−mP−m0 ,

m0 =

n0
∑

s1=0

· · ·

n0
∑

sr=0
s1+...+sr�n0

(s1 + . . . + sr) =

n0
∑

s=1

s

n0
∑

s1=0

· · ·

n0
∑

sr=0
s1+...+sr=s

1 =

(

n0 + r

r + 1

)

.

3��$�
 �
#����

M < (4πm)m22lD(l)P 2rκ+m0(1−1/n0)l0 .

+�
�1 �
� �
���
 Y ∈ E2 ���
�	�
�� �	�
�	����


P r−κ < |T ({b,Y})| � P r,

� �������
� 
Y (s1, . . . , sr), 0 � s1, . . . , sr, s1 + . . .+ sr � n0,

�	����
 Y ������
$� �	
 	 )�
!	��� z(s1, . . . , sr), ����
	�����$��	 ��
�����

|z(s1, . . . , sr)| < lP s1+...+sr .

�
� 
$���� ��������
����� �
���


z(s1, . . . , sr), 0 � s1, . . . , sr, s1 + . . .+ sr � n0,

!��
� �	2	��� ����	� ��
��	���

Y (s1, . . . , sr) = z(s1, . . . , sr), 0 � s1, . . . , sr, s1 + . . .+ sr � n0,

�	 ��	���#���� �	
�!�� 5
	��
7

V = D(l0)P
2lr−∆(l0),

��	

∆(l0) = r

(

n0 + r

r + 1

)

− r

(

n0 + r

r + 1

)

(1− 1/n0)
l0 , D(l0) = k2ml4mr2n0l(n0r)

2n0r∆(l0).



������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � �

3�	��� ��	�#� !��
� I ��!	�

{b,Y} = {b(s1, . . . sr)z(s1, . . . , sr}, 0 � s1, . . . , sr, s1 + . . .+ sr � n0,

���
�
$��# � )
�
�� � �

 � �
�


	
	���	� Π � �
��
�� ������

d(s1, . . . , sr) = (4πm)−1P−s1−...−sr−κ, 0 � s1, . . . , sr, s1 + . . . + sr � n0.

3�	��� ���	� ����)������ ���������
���� �
� 0���� �������
� {b(s)z(s)} ��!�� b, z �
)���	� �

��� ������������� - �	���$ ������������ ������ �	 �������
� 1 ���	�
 ����� # ����
	�����$�
��
����� 3

2(n − r) < s1 + . . . + sr � 3(n − r); �� �����$ ������������ � �	1 �
� ����� # n <

s1 + . . .+ sr �
3
2(n− r)− 2; � � ��	��$ ������������ ���	�	� ��	 ���
�2�	�� �������
� �

�
� �	���� ������������ �
#����

|b(s1, . . . , sr)z(s1, . . . , sr)| �
|t|

2πM1 . . .MrM
s1+...+sr
1

lP s1+...+sr < 1/2.

?
	���
�	
���1 �
� �������
� � ���	��� (s1, . . . , sr) ��!�� {b, z} ��� �	������� B, ���	!
$�	�
)
�
����� �

��� �
�


	
	���	�� Π, ��		�

B < b(s1, . . . , sr)z(s1, . . . , sr) � B + d(s1, . . . , sr),

��	�
B/b(s1, . . . , sr) < z(s1, . . . , sr) � (B + d(s1, . . . , sr))/b(s1, . . . , sr).

=
� �
� z(s1, . . . , sr) � �	
�	 !��
�1 �� ��
�!	���� )�
!	��� �������
� b(s1, . . . , sr)z(s1, . . . , sr),
���
�2�# � ����	*���� �
���� d(s1, . . . , sr), �	 ��	���#����

d(s1, . . . , sr)b
−1(s1, . . . , sr) + 1 � (2m)−1P−(s1+...+sr)−κM s1+...+sr+r−n+1

1 .

'	�	��	� � ��	��	 !��

 0
	�	���� ������ ������������� '����
��� �
� 
$���� �
���
 (s1, . . . , sr)
�) ������ ������������ ���
�	�
�� �	�
�	����


|z(s1, . . . , sr)| � lP s1+...+sr , d(s1, . . . , sr) � |b(s1, . . . , sr| �
|t|

2πM1 . . .MrM
r(s1+...+sr)
1

,

�
� )�
!	��� �������
� ��!�� {b,Y} ��
�!��

|b(s1, . . . , sr)z(s1, . . . , sr)| �
|t|

2πM1 . . .MrM
s1+...+sr
1

lP s1+...+sr �
l|t|P s1+...+sr

2πM1 . . .MrM
s1+...+sr
1

.

�
� 
$���� �
���
 (s1, . . . , sr) �) ��	��	� ������������ !��
� 0
	�	���� b(s1, . . . , sr)z(s1, . . . , sr),
���
�2�# � ����	*���� �
�� d(s1, . . . , sr), �����

��� �	 ��	���#���� �	
�!�� 2lP s1+...+sr .

3��$�
 �
#����1 !�� ���		 !��
� I ��!	� {b,Y}, ���
�2�# � )
�
�� � �

 � �
�


	
	���	�
Π, �	 ��	���#���� I � (2l)mPm0Π1Π2, ��	

Π1 =
∏

n<s1+...+sr�
3

2
(n−r)−2

|t|

4πM1 . . .MrM
s1+...+sr
1

,

Π2 =
∏

3

2
(n−r)<s1+...+sr�3(n−r)

(2m)−1P−(s1+...+sr)−κM s1+...+sr+r+1
1 |t|−1.

3�	��� �	�	�� �	
�!�� Π1 � Π2. +�		�

Π1 � (|t|M−r
1 )m([1,5(n−r)−2)]−m(n)M

m0([1,5(n−r)]−2)−m0(n)
1 = P∆1 ,

Π2 � (M r
1 |t|

−1P−κ)m(3(n−r))−m([1,5(n−r)])(M1P
−2)m0(3(n−r))−m0([1,5(n−r)]) = P∆2 ,

��	 m(n) =
(n+r

r

)

� m0(n) = r
(n+r
r+1

)

.

� ���� ��	
��	���� �

������ � �



�	 ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

�

		 ��
�!��

∆1 = 3(n − r)

((

[1, 5(n − r)] + r − 2

r

)

−

(

n+ r

r

))

−

−3r

((

[1, 5(n − r)] + r − 2

r

)

−

(

n+ r

r

))

,

∆2 = (3r − 3n+ 3− κ)

((

3(n − r) + r

r

)

−

(

[1, 5(n − r)] + r

r

))

+

+r

((

3(n− r) + r

r + 1

)

−

(

[1, 5(n − r)] + r

r + 1

))

.

8
���	�1 �
#����

∆1 =

(

[1, 5(n − r)] + r − 2

r

)(

3(n − r)−
r

r + 1
([1, 5(n − r)]− 2)

)

+

+

(

n+ r

r

)(

r(n− 1)

r + 1
− 3(n− r)

)

� 1, 5(n − r)

(

[1, 5(n − r)] + r − 2

r

)

,

∆2 =

(

3(n− r) + r

r

)(

3r(n− r)

r + 1
− 3(n− r) + 3− κ

)

+

+

(

[1, 5(n − r)] + r

r

)(

r[1, 5(n − r)]

r + 1
− [1, 5(n − r)] + 3− κ

)

� −
3(n− r)

2(r + 1)

(

3n− 2r

r

)

.

?
	���
�	
���1

I � (2l)mPm0P
−

(n−r)

2(r+1)
(3n−2r

r ).

=
��� ���
)��1

W12 � P r(2l−1)Σ2 � V IMP 2lr
� (4πm)n22l(2l)mD2(l0)P

4lr−∆0 ,

��	

∆0 =
(n − r)

(r + 1)

(

3n− 2r

r

)

− 2rκ− 2m0

(

1−
1

n

)l0

,
(n− r)

(r + 1)

(

3n− 2r

r

)

=
1

3

(

3n − 2r

r + 1

)

.

'��
*	�1 !�� ∆0 � 4lκ. +�		�

1

6

(

3n− 2r

r + 1

)

� 8ml0κ,m0(1−
1

n0
)l0 � ml0κ, rκ � ml0κ.

?����
� ��	��	 �
��	�� 	 � 2	 ��	��� W11 � W12, ��
�!�� ���	�*�	��	 �	��	� ��
4� 2���3�)�%/&)�� )����$' ,� '���� r � 1, l �= 0 � ����)��
�� 	 �
���

�� 	 !��

1

1 < M1 � M2 � · · · � Mr � 2M1. �
�������� ��������	���!	���$ ����� ���


T =

M ′

1
∑

m1=M1

· · ·

M ′

r
∑

mr=Mr

e2πit ln (m1...mr+l).

- ����	 T ����)�	�	� ����� ����	*����� ��������
��� �
 usvs, 1 � s � r, 
 )
�	� �� 0���

�	�	�	�� � ����������	� � ��	�	

# �� � �� P = [M
1/3
1 ]. '�
�!��

T = P−2rW + 2rθP 2M2 . . .Mr, |θ| � 1,

W =
P
∑

u1,v1=1

· · ·
P
∑

ur,vr=1

M ′

1
∑

m1=M1

· · ·

M ′

r
∑

mr=Mr

e2πit ln ((m1−u1v1)...(m1−u1v1)+l) =
∑

m

W (m).



������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � ��

'�
�*�� x = (x1, . . . , xr), xs = usvsm
−1
s , 1 � s � r. +�		�

ln ((m1 −m1x1) . . . (mr −mrxr) + l)− ln (m1 . . . mr + l) =

= ln

(

(1− x1) . . . (1− xr) +
l

m1 . . . mr

)

− ln

(

1 +
l

m1 . . . mr

)

= F (x1, . . . , xr) = F (x).

�

		 �
)
�*�� ������$ F (x) �� �����
	 =	�
��
 �� !
	�
 � ���	��� n0 = 3n � ���
���� �
����	 >
��
�*
� '�� �	������� 0 < θ1 < 1 ��
�!��

F (x1, . . . , xr) = Φ(x1, . . . , xr) + Υ(x1, . . . , xr),

��	

Φ(x1, . . . , xr) =

n0
∑

ν=1

1

ν!
dν
h
F (0, . . . , 0)

∣

∣

∣

∣

∣

h=x

=

n0
∑

s1=0

· · ·

n0
∑

sr=0
s1+...+sr�n0

β(s1, . . . , sr)x
s1
1 . . . xsrr .

Υ(x) =
1

(n0 + 1)!
dn0+1
h

F (−θ1x1, . . . ,−θ1xr)

∣

∣

∣

∣

h=x

.

?
	���
�	
���1
W (m) = W1 +R,

��	

W1 =

P
∑

u1=1

P
∑

v1=1

· · ·

P
∑

ur=1

P
∑

vr=1

exp

(

2πitΦ

(

u1v1
m1

, . . . ,
urvr
mr

))

=

=
P
∑

u1,...,ur=1

P
∑

v1,...,vr=1

exp 2πitGm(u1v1, . . . , urvr),

���!	�

Gm(u1v1, . . . , urvr) =

n0
∑

s1=0

· · ·

n0
∑

sr=0
1�s1+...+sr�n0

β(s1, . . . , sr)(u1v1)
s1 . . . (urvr)

sr ,

β(s1, . . . , sr) =
1

s̄1 . . . s̄r(m1)s1 . . . (mr)sr

(

1

1 + ω

)s1+...+sr

, ω =
l

m1 . . . mr
, s̄ = max (1; s),

0 � s1, . . . , sr, 1 � s1 + . . .+ sr � n0.

3�	��� ���
��� R. +�		�

|R| �
P
∑

u1,v1,...,ur,vr=1

∣

∣

∣

∣

1− exp

(

2πitΥ

(

u1v1
m1

, . . . ,
urvr
mr

))∣

∣

∣

∣

�

� 2π|t|
P
∑

u1,v1,...,ur,vr=1

∣

∣

∣

∣

Υ

(

u1v1
m1

, . . . ,
urvr
mr

)∣

∣

∣

∣

�

� 2π

P
∑

u1,v1,...,ur,vr=1

∣

∣

∣

∣

t

m1 . . . mr

∣

∣

∣

∣

·

∣

∣

∣

∣

1

(n0 + 1)!
dn0+1
h

F

(

−θ1
u1v1
m1

, . . . ,−θ1
urvr
mr

)
∣

∣

∣

∣

h=w

∣

∣

∣

∣

= R1,

��	

w =

(

u1v1
m1

, . . . ,
urvr
mr

)

.

�

		 �
#����

|R1| � 2π2n0+1|t|

P
∑

u1,v1,...,ur,vr=1

n0+1
∑

s1=0

· · ·

n0+1
∑

sr=0
s1+...+sr=n0+1

P 2s1

M s1
1

. . .
P 2sr

M sr
r

�

� ���� ��	
��	���� �

������ � �



�
 ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

� 2n0+4

(

n0 + r

r − 1

)

P 2(n0+r+1)|t|
1

Mn0+1
1

� 2n0+4

(

n0 + r

r − 1

)

Pn

(

P 2

M1

)n0+r+1

.

'�	���
)�	� ����� W1;

W1 =

P
∑

u1,...ur=1

P
∑

v1,...,vr=1

exp (2πitGm(u1v1, . . . , urvr)),

+���
�)�� �	�
�	����� �A	
��	�
1 ��
�!��

|W1|
2k

� P r(2k−1)W2,

W2 =

P
∑

u1=1

· · ·

P
∑

ur=1

∣

∣

∣

∣

∣

P
∑

v1=1

· · ·

P
∑

vr=1

e2πitGm(u1v1,...,urvr)

∣

∣

∣

∣

∣

2k

.

�

		 ���	� ��	��

W2 �
∑

v1,...,v2k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

P
∑

u1,...,ur=1

e2πit(Gm(u,v1)−···−Gm(u,v2k))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
∑

Λ

J(P ; r, n, k,Λ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

P
∑

u1,...ur=1

e2πiGm(u,Λ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= W3,

Gm(u,Λ) =

n0
∑

s1=0

· · ·

n0
∑

sr=0

β(s1, . . . , sr)u
s1
1 . . . usrr λ(s1, . . . , sr),

λ(s1, . . . , sr) =

2k
∑

j=1

(−1)jvs11,j . . . v
sr
r,j, 0 � s1, . . . sr, 1 � s1 + . . .+ sr � n0.

-���� ����
�)�� �	�
�	����� �A	
��	�
1 ���#���� � ��	��	

|W3|
2k

�

(

∑

Λ

J(P ; r, n, k,Λ)

)2k−1
∑

Λ

J(P ; r, n, k,Λ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

P
∑

u1,...,ur=1

e2πiGm(u,Λ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2k

�

� P 2kr(2k−1)J(P ; r, n, k)
∑

Λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

P
∑

u1,...,ur=1

e2πiGm(u,Λ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2k2

= P 2kr(2k−1)J(P ; r, n, k)W4.

?����
� ��	��	 �����	�����$��	 �

�
	� 	 � W3, ��
�!��

W4 � J(P ; r, n, k)
∑

M

∣

∣

∣

∣

∣

∑

Λ

e2πiGm(M,Λ)

∣

∣

∣

∣

∣

= J(P ; r, n, k)W5,

Gm(M,Λ) =

n0
∑

s1=0

· · ·

n0
∑

sr=0
1�s1+...+sr�n0

β(s1, . . . , sr)λ(s1, . . . , sr)µ(s1, . . . , sr).

3�	��� W5. ?������� �����	���� �� Λ, �
#���� 5s = (s1, . . . , sr)7

W5 �
∏

s1,...,sr�0
1�s1+...+sr�n0

∑

|µ(s1,...,sr)|<kP s1+...+sr

min

(

2k1P
s1+...+sr ,

1

2‖β(s)µ(s)‖

)

= W6.



������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � ��

�

		 �����
�)�	��� �
	��$��� ����� � ���	�*�	��	��
�)���* �!��� ����� β = a

q + θ
q2
, q � 1, (a, q) = 1, |θ| � 1. ����� �	� 
���� γ � U > 0, Q � 1

�����
Q
∑

x=1

min

(

U,
1

‖βx+ γ‖

)

� 6

(

Q

q
+ 1

)

(U + q ln q) ,

��� ‖α‖ ������
��� 	��������� �� 
��
� α �� �
�������� ��
��� 
�
� 0���� ��� 0, 5n0 � s1 + . . .+ sr � n0 − 4 ��	���
��� β(s) = β(s1, . . . , sr) � ���	

β(s) =
a(s)

q(s)
+

θ(s)

q(s)2
, (a(s), q(s)) = 1, |θ(s)| � 1,

��	 a(s) = 1, q(s) =
[

s̄1 . . . s̄r(1 + ω)s1+...+srms1
1 . . . msr

r |t|−1
]

.
'�
�!��

∑

|µ(s1,...,sr)|<kP s1+...+sr

min

(

2k1P
s1+...+sr ,

1

2‖β(s)µ(s)‖

)

�

� 6

(

2kP s1+...+sr

q(s)
+ 1

)

(

2kP s1+...+sr + q(s) ln q(s)
)

�

� 24k2P 2(s1+...+sr)

(

1

q(s)
+

1

P s1+...+sr
+

q(s)

P 2(s1+...+sr)

)

ln q(s).

=
��� ���
)��1

W6 � (24k2)mP 2m1

∏

s1,...,sr�0
0,5n0�s1+...+sr�n0−4

(

1

q(s)
+

1

P s1+...+sr
+

q(s)

P 2(s1+...+sr)

)

(ln (q(s)))m.

�

		1 � ���
� k = 12m0 = ml0 � ����	��� 
	���1 ���#���� � ��	��	

|S| ≪ M1 . . .MrM
1−ρ
1 , ρ =

γ

m0
,

��	 γ > 0 � �	�����
� ��������
�� =	��	�
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)
�
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 5HI7 .�1 E℄1 � !��
�$��� �� �
����	 X ��	*����� �	�2�� ����
�
 G
�
����� X∗ ��
�)�������� )
� �
��� G∗ 0���� ����
�
� J�� �����
� �
�*����� 
��������!	���
�
��
 2n3, 
 �
� 

������ ��*�� �	

�)��
�� ��
	��� �#	��� HI ��
)
���� � 2	 �
�*����� �
n2 − n �#��
�� � n2 − n � #��
��1 �������	� �) 0
	�	���� &,∨. �
����
 0��� �#	� �
��
 2n.

+)�	����1 !�� �
� � !��
	��� �
���� X∗ ��*�� ����
�)��
�� ��
	�� ����*	��	 �
����
.�4�℄� C
�	��� � X ��
���

�� 	 0
	�	�� �
 	����� � =���
 X∗ = Xn−1 = Xm, m � n. '��
2k−1 + 1 < n � 2k ��
�*�� m = 2k, 
 ��� n = 2k + 1 ��
�*�� m = 2k. �

		 �
� ��
������
��	��� ⌈log2 n⌉ �	)�	 ��2	� λ(n) 50�� !��
� ����� � ����!��� )
���� n71 
 �����
 ∼ �)�
!
	�

��������!	���	 �
�	������

K��� � !��
��� �
����� Xm, ����
��!�� k = λ(n− 1) �
���!� # ��)�	�	��� � ��
��
�� L��
� !��
	��	 �	

�)�	��� ���������� ��
	��� �#	��� �
�*����� � �
���� �����	����	��� T (n) �

n2(2n−1)λ(n−1) � t(n) = (λ(n−1))2. 3�	��
 �
���� �
�����
	� 

������ ?
��!
 .9℄ �
� ��
�)�(

������� )
� �
���� J�� �
�*�����1 �
��
� nO(λ(n)), ����
�
	� �� �
�*�����$ �����
 1 � ������$
��*�� ��	���
)��
�� ��
)
���$ � 2	 �#	�� � ��#�
�	��	� �
���� � ,�*�� � �	����	����	���
��	���
)��
�� HI(

������ � n2 − n �����
 � �
)��	 {&,∨}1 
 ��	��� � n2 − n ��)D$������ #
����

�� # ����1 ��������# �
*�
� �) (n−1)! ���D$����� �
��
 n, �
����
 0��� �����
 ��
�2	
�
���� �#	� HI�

�
� �� ��
��� ��
	�
 ��
��
�
 �
���� X ��*�� � !��
��� X21 � ��
��� ��	�
��� � ��
��	
Zs, s � n + 1, 
 ����� � �
����	 X2 �	 �
�� 	 ��
$ 0
	�	�� )
�	���� �
 	����� .61 �℄� J�
�
� !��
	��	 X2 �	

�)��
�� �#	��� �
���� D(n) �) A(n) 
������� # ��	�
��� �M(n) ����*	���
� ��
��	 Zs, �
�*	��	(� !��
��	 Zs �	

�)��
�� ��
	��� �#	��� �
�*����� a(s) � �
���� d(s) =
O(λ(s)) � �
)��	 {&,⊕}, 
 ����*	��	 � �#	��� �
�*����� m(s) � �
���� O(λ(s), �� � !��
	��	
X∗ �� �
���� �
����	 X �	

�)�	��� ��
	��� �#	��� �
�*����� T (n) = (A(n)a(s) +M(n)m(s))k �
�
���� t(n) = k((D(n) − 1)d(s) + O(λ(q)). '�� ����	�	��� 

������
 M��
��	�
 .F℄ ����*	���
�
���� � �������
��� -�����
�
 5��� .�℄7 � s = 2q, s/2 � n < s, ��	��� a(s) � 5(q − 1), m(s) �

3(q−1)2−2(q−1)+3, d(s) ∼ λ(q), D(n) � 5λ(q) �
� 
����	��!	���# ��	�
��� � ��
��	 Zs ��
�!
	���
�#	�
 �
�*����� � �
���� �����	����	��� T (n) � O(nlog2 7)(λ(n))3 � t(n) ∼ 5(λ(n))2λ(λ(n)). '��
����
�)��
��� 

������
 .F℄ �
����
 D(n) � 3λ(n), �� �
�*����� ��)�
��
	��

- �
�!
	 n = 2k, �
� �)�	����1 A(n) = 5(7k−4k),M(n) = 7k, �
	���
�	
���1 T (n) ∼ 3(λ(n))3nlog2 7.
- ��
��	��� � 
����������� 2n3 �
�*����� HI(

������
 0�
 ��	��
 
�!2	 ��� n � 2110 > 1033.
�
����
 �	��2	 �
���� �#	� HI ��� n > 212 > 4000.

���#��	 $��%�& '���(�	�� � ������ ��	
��
�
 �
��� ����
 �
�
 ���������� �
���
���� ���
��
�
 ���
 ����
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������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � ��

- .�℄ ���
)
��1 !�� �
�*����� � !��
	��� �
���� X∗ �� ������� �
��
 �
�*����� ��
	�

����*	��� �
����1 � ��
�!	�
 �	����	���
� ��	��


T (n) � 2T (⌈n/2⌉) + cM(⌈n/2⌉) + bn2, T (2) = 0, c = 6, b = 1/2,

�
� 

������
 � !��
	��� X∗1 ����
�)�$�	�� �	��� N�	
	��� ����

�O;

	�
� X =

(

A B
C D

)

, �� X∗ =

(

E F
GH

)

, ��	

E = (A ∨B ×D∗ × C)∗, F = E ×B ×D∗, G = D∗ × C ×E,H = D∗ ∨D∗ × CEB ×D∗.

+) �		 � �
�!
	 ��
	�
 ����*	��� �
���� �� �
�*�����$ M(n) = nω(λ(n))O(1) ��
�!
	��� ���
n = 2k ��������
� �#	�
 �
�*����� T (n) � 6

2ω−1M(n) +O(n2) � �
���� t(n) = O(nλ(n)λ(λ(n)).

?��

��� .:℄ � !��
	��	 �
���� X∗ ��*�� �� �
�*�����$ O(n2) ��	��� � � !��
	��$ X∗ �
�
����
�
 � �	�#�	��	���
���� �
����	� ��	*����� X 5� !��
�$��� ������	�� ��
���� ���)�����1
�
*�
� �) ��# )
�	��	��� �
 ���� �	�2���1 ��
�!
	��� 
���
�!	���� ����
�1 �
����
 ��������
��
������� �	�#�	��	���
���� ���
	 � ��
�	��� ����
���!	���� ����������7� - �
�!
	 �	�#�	��	(
���
���� �
���� X �	����	���
� �����

 � !��
	��� X∗ �����
	��� .�℄;

X∗ =

(

A∗ A∗ ×B ×D∗

0 D∗

)

.

�	����	���
� ��	��
 �
�*����� ��		� ��� T (n) � 2T (n/2) + 2M(n/2), �����


T (n) �
1

3
M(n), t(n) � 3(λ(n))2λ(λ(n)) +O((λ(n))2)

� �
�!
	 ����
�)��
��� 

������
 .F℄� +)�	����1 !�� ��������
� �
�*����� ��
	�
 ����*	��� �
�(
��� �� ������� �
��
 n3, � �
��� *	 ������� ��		� ��������
� �
�*����� ����*	��� �	�����(
�	
�� # �
�����

,� � �'&)��$ �$!�*�!�� ��%��'( $�)��9� - �	�	� ���
��� �)
���� ����� 	 !��


pi �
�1 !�� p1 . . . ps−1 � n < p1 . . . ps = Ps, � 
$��	 !��
� a ∈ [0, Ps − 1] ��	���
��� � ���	 �
(
���
 (a1, . . . , as) ���
���� �� ����
�� pi. �
� �)�	����1 0�� ��*�� ��	

�� � ������� �
�*�����$
O(λ(s)m(λ(Ps))), ��	 m(q) � �����
� �
�*����� ����*	��� q(���� # !��	
 .�℄� �
� ��
	�
 ����(
*	��� �
���� A � B ������
 n ����
�)�	� �# ����*	��	 �
� ��
���� � !	��� ZPs

. ?��

���
���
����� �	��	�	 �� ���
��
#1 ��
��� ZPs

�)������� ����)�	�	��$ ��
	� Zpi . 3�	�
��� � ��
��	
ZPs

�������� � �
�


	
����� � ��
�	��$ ��	�
��� � ��
��
# Zpi , 	�
� ��	��
���	
��� ��	���
(
)��
�� �����*��	
� a, b � ��
)
�� 	 �
��� (a1, . . . , as), (b1, . . . , bs), ����
 � �	)�
��
�	 ��	�
���
�
� a, b ��
�!
	��� �
��� (c1, . . . , cs). -�	 � !��
	���1 �	��#���� 	 �
� ����*	��� �
���� �
�
��
���� ZPs

, ��*�� ����	��� �
�


	
���1 �
���!	��� � ��
��� ����*	��	 �
�� # �
���� �
�
�
*� � ��
���� Zpi, � ��
��� ���
	 �# ����!
��� ��	���
)��
�� �	)�
�����$��$ �
����� C1
����
�
	���$ �) �
����� ���
 (c1, . . . , cs), ci ∈ Zpi , � �
����� �
� ��
���� ZPs

. 8
 �
��� �	
	
�
� ��	���
)��
��� 		 � ��
	�� �
����� ����
��!�� �
� �
*��� ������	�� ci �
*���� 0
	�	��

(c1, . . . , cs) �
���� C � ������1 �
�	� 
� �� ��
$1 � � �
�!
	 �
�	����
 ��
$ ��	# ������	�� )
�	(
���� 0��� 0
	�	�� �
 ��
�1 
 � ��������� �
�!
	 � �
 	������� &����
� �
�*����� 0��# � !��
	���
�
��
 O(n2λ(Ps)). J�
� ���)�
!��� !	�	) M(n) 

�	��
�!	���$ �
�*����� ����*	��� �
���� �
�
����)��
�� � ��
���� 5��	� !��
� ��	�
��� � 0��� ��
��	71 �� �
�*����� ��
	�
 ����*	��� �
����
��	���
	��� �
�

M(n)
s

∑

i=1

O(m(λ(pi))) +O(n2λ(s)m(λ(Ps))).

?��

��� 
��������!	����� )
���� �
��	�	
	��� ����� # !��	
 ��*�� � ��
�� ����� 	 pi
�
�1 !�� lnPs = Θ(s ln s), s ∼ lnn/ ln lnn, s ln s ∼ lnn, ps ∼ s ln s ∼ lnn, λ(ps) = λ(λ(n)) + O(1),
�����
 5� ��	���
�*	���1 !�� m(n)/n → ∞7 ��		� 
��������!	���	 �
�	�����

M(n)m(λ(ps))s ∼ M(n)(lnn/ ln lnn)m(λ(λ(n))).

� ���� ��	
��	���� �

������ � �



�� ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

J�
� �����
�)��
���� �)�	��� �� ��	��
�� �
�*����� �
���!���� ����*	��� M(n) = O(nω), ��	
ω < 2, 4 � 0�����	��
 �
���!���� ����*	���1 � �
�*����� ����*	��� n(���� # !��	
 m(n) =
O(n log2 n), �� �
�*����� ��
	�
 ����*	��� �
���� ���	� �
��
 O(nω)λ(n)λ(λ(λ(n)))). =
� �
� ��(
�

��� .<℄ �
����
 �#	� �
�*	��� n(���� # !��	
 �
��
 d(n) = λ(n)+λ(λ(n))+O(1)1 �� ��� ����	(
�	��� 

������
 M��
��	�
 .F℄ �
�*����� �#	� ����*	��� ��
	� # �
���� �
��
 O(nlog2 7λ(n)×
λ(λ(λ(n)))), 
 �
����
 �	 ��
�2	 (3λ(n) − 6)(λ(λ(n)) + λ(λ(λ(n))) + O(1)) + 5λ(n). +���
�)��
��


������ �
� ����*	��� �
����1 ��
		 � ��� 	1 !	� 

������ .F℄1 )
�������	
���1 �����
���
��
����
��
���� 	 �����
�� � ��	��
# �# �
�*����� �
�2��� �	
����

- �
�!
	 �	�#�	��	���
���� �
���� X ����
���� A � D �
�*	 ��
�$��� �	�#�	��	���
�(
� ��1 �
� � �
���� A∗,D∗. -�	��� M(n) ��*�� ����
�)��
�� ��	��� S(n) �
�*����� ����*	���
�� !��� �
���� �
 �	�#�	��	���
���$� �
� �		 ��
�!
$��� �
	��$��	 ��	��� !��

 �
�*	���
� ����*	���;

Sa(n) � 4Sa(n/2) + 2A(n/2) + n2, Sm(n) � 4Sm(n/2) + 2M(n/2),

�����
 ��� n < 2k ���	� ��	��

T (n) <
1

3

(

2

3
7k3(k2 − 2k + 3) +

10

3
7k5(k − 1)

)

.

?�
����
� 0�� ��	��� �� �
�*�����$ HI(�#	� W (2k) ∼ 2 · 8k1 ��
�!
	�1 !�� T (2k) < W (2k) ���
k � 49.

8	�������� �����	��� ��*�� ��������1 ����
�)�� �
� ��
	�
 ����*	��� �
���� ������
 n <
232 ��	��� ��
��
 � !	��� Z232 ��
��� Z512×Z243×Z5×Z49×Z31×Z17. &����
� �
�*����� ��	�
���
�
�*	��� � �	� ��	���
	��� ��	�#� �
�

5 · 8 + 24 · 4 + 27 + 39 + 9 · 4 + 5 + 7 · 5− 3 = 275,


 �
�*����� ����*	��� � �
�

3(82 + 2) + (13, 5 · 42 − 34, 5 · 4) + 31 + 27 + 108 + (6 · 42 + 7 · 4− 9)) + (6 · 52 − 5− 3) = 705.

�
� ��
�!	��� 0��# ��	��� ��
�)�	��� �	�1 !�� A(2n + 1) � 9n + 5, M(2n + 1) � 6n2 + 7n − 9,
A(2n − 1) � 7n − 3, M(2n + 1) � 6n2 − n − 3 A(3n) � 24(n − 1), M(3n) � 13, 5n2 − 34, 5n + 31,
A(7) � 17,M(7) � 17, M(72) � 108, A(7n) � 22n − 5, ��	 A(n) � M(n) � ����� 	 �
�*�����
��	�
��� �
�*	��� � ����*	��� �� ����
$ n. J�
� �
!
�� ����	�	��	 

������
 M��
��	�
4
-�����
�
 � �
���� ������
 8, �� ��� n < 232 ���	� ��	�� ��	��� T (n) < 371 · 732 < 4, 1 · 1029,
���
�� W (n) < 1, 59 · 1029.

! " #�
��� ��������� ���	�� �� $%&'������( J�
� ����
�)��
�� �
� ����*	��� �
����
�
� ��
���� Zp �	 ��
	� �#	� 1 
 �����
�� �
� �
2�� � ����)��
�� � �������� � �
����
5HPQ(�
2��71 �� 
$��� 

������ 

�	��
�!	���� �
�*����� O(nω) ��*�� ��	��
���� � 

������
������� �
�*�����

O(nω)

logω−2
p n

.

�
� 0���� �
)���	� �
����� ������
 n �
 ����
���� ������
 k = (ω − 2) logp n − ω logp logp n
5	�
� n �	 ��
��� k, ����
��� 		 ��
���7� +���
�)�� ��
)
���	 �
�!��	 ��	���
�
	��	 �
����1
��*�� �# �	�	���*���1 � ��
��� O(n/k)ω �
�*	��� � ����*	��� ����
���� ������
 k. &����
�
�
�*����� �
�*	��� �
���� ������
 k �
� ��
���� Zp �
��
 O(k2λ(p)). �
� ����*	��� �
����
������
 k ����
��!�� � ��
���� k2 ��	�
��� � !��
	��� ��

������ ����)�	�	��� �	������ �
�(
� k �
� ��
���� Zp� '�	���
�*��1 !�� �	��
� �
����
 )
��
�	�
 �������� �� 0
	�	��
��1 

����
� � �	�	�	�� �� xij ∈ Zp� =���
 0
	�	��
�� ����)�	�	��� �
���� ��
�$��� k2 
��	�� R
�������� 3��		 !��
� �
��# �������1 ��)���
$��# ��� �	�	���*	��� 5���

��� �
���
����
	(
���� 

�������7 �
)
�!� # ����
���� ������
 k, �
��� O((n/k)ωk2). -�	 0�� ������� 
��	�� 	1
�
� �
� 

������ ��
��	�� �� �
*�
� �) ��# )
����� �� k �	�	�	�� #1 ���!	� �
)
�!� # �
�����
�	�	�	�� # ��		��� ����� (n/k)2k = n2/k. '����
��� ��0�����	�� � �
*��� �) ��# p()�
!� 	1
	��� ����� pk �
)
�!� # ������� �� �
����� �
���
 �	�	�	�� #1 
 ��	�� ����� pkn2/k �
��# ����(
���� ,�*�� ��������� p()�
!��$ �#	�� � n2 �#��
�� 5�
 ����� 	 ���
$��� 0
	�	�� �	�	�	����



������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � ��

�
���� 71 �����
� ���	� � !��
��� )�
!	��� ��	# 0��# ������� �
 pkn2/k 		 � #��
#� L
	�	�� 
�#	� � ��
��$� ��	�
��� �
�*	��� �� ����
$ p, � �
� 		 ������	��� ����
��!�� ����
�)��
��
pkn2/k 0
	�	���� 5	�
� � !��
��� ������� � ���#����	� ������	7� '�����	���$ �#	�� ��*��
��	���
)��
�� � ��
	�� �#	��1 )
�������
� 0
	�	�� ��
��
 Zp ��
	� �� �	����
�� �
�� λ(p).
?
�*����� ��
	��� �#	� �
� � !��
	��� ��	� ����	� O((n/k)ωk2) 
��	�� # ������� �
��

O(pkn2λ(p)/k). K��� � !��
��� ����)�	�	��	 ����
���� ������
 k, ����
��!�� �)��� )�
!	���
���#�����# k2 � #���� ������	���� �#	� � '�0���� ��� ��
	�
 �#	�
 �
� � !��
	��� ����*	���
�	�	�	���� �
���� ������
 n �
 ��������
���$ �
����� ���� *	 ������
 ��		� �
�*�����

O(pkn2λ(p)/k + (n/k)ωk2λ(p)) = O(nωλ(p))/ logωp n = O(nωλω+1(p))/λω(n).

�
� ����*	��� ���# ����)��
�� # �
���� ��
��	�� � 

�������� ����
�)��
�� ��
	�� �#	�� �	
��
	���1 �� 0�� ��*�� ��	

�� 

�������� ������� �
�*����� O(nωλω+1(p))/λω(n) �
 HPQ(�
2��	�
=�	��	� � �
)�	� �
�
�� �
� )
�����
��� )�
!	��� 
��	�� # ������� �
�	�

pkn2λ(p)/k = O(nωλω(p))/λω(n).

K��� ����*��� ��	 ��
	� �
���� ������
 n, � �	�	� ����� 	 !��

 pi, i = 1, . . . ,m, � ��	�	�
)
�
!� � ����*	��$ �
���� ������
 n �
� ��
��
�� Zpi . K��
� �
��# ����*	��� �
��� m ∼
lnn/ ln lnn, �
���
�2�� �) ����� # !��	
 ��
�	��� pm ∼ lnn, λ(pm) = λ(λ(n))+O(1), λ(p1 . . . pm) =
O(λ(n)), )�
!��1 �
�*����� ��	# ��	�
��� ����*	���1 
 ������ � �
�*����� ��
	�
 ����*	��� ��
������� �	 ��
�2	 O(nωλ(λ(n))ω)/λω−1(n).

8
����	�1 �
� ����*	��� ��
	� # �
���� ������
 232 ��*�� ����
�)��
�� ��
��� Z2 × Z3 ×
Z5 × . . . × Z29. &�
	�� ����*	��	 �
���� �������� � ����*	���� �
���� �
� ��
��
�� ����� #
�������� �� 2 �� 29. �
� ����*	��� �
���� ������
 n �
� ��
���� Zp �
)���	� �# �
 ����
���� 
������
 �	 ��
�2	 k. '�� p = 2, . . . , 29 ����
�)�	� )�
!	��� k = 28, 16, 11, 9, 7, 7, 6, 6, 5, 4 �����	�(
���	���� �
� ����*	��� �
�!� # �
���� ����	��� 

������ .F℄� ?
�*����� ��	�
��� ����*	���
�
� �
���� ������
 k �
��
 k2. ?
�*����� ��	�
��� �
�*	��� �
���� �
��
 k2A(p). '���	��(
	� ��	��� A(2) = 1, A(3) = 7, A(5) = 27, A(7) = 17, A(11) = 38, A(13) = 38, A(17) = 41,
A(19) = 49, A(23) = 49, A(29) = 49. ,
���� ������
 232 �
)���
	� �
 �
��� ������
 4, ��(

�!
	� �
���� ������
 2301 �	�	���*
	� �# 

�������� M��
��	�
4-�����
�
1 � ������� �
�
����*	��� �
���� ����
�)�	� 16 ��	�
��� �)�
	!	��� �) �
�
�� � �
� �
�*	��� �
���� � 16
��	�
��� �
�*	��� �� ����
$ 29 5������� �
�*����� 49 �
*�
�7� �	��������	 ����	�	��	 

(
������
 ����*	��� �
!��
	� � �
���� ������
 16. 3�	��
 	�� 

�	��
�!	���� �
�*����� �
��

((8450+4549)/74)·16·730 < 3, 83·1028 . 3�D	� �
�
�� 2942645/4 < 1, 64·1025 . ?
�*����� 		 ��	��
��(
�	
����� � !��
	��� 29426449/4 < 1, 64 ·1026 . ,�*�� � 
� � � ��
�� �
)�	� �
��
 5, !�� ����	
�
� � ��	��2	��$ �
�*����� � !��
	��� ����	��� � 0, 9 �
)
� ����*	��	 �
���� �� ����
$ E�
��		� ����	��� �
��$ *	 �
�*�����1 
 �� ����
$ 19 � ����	��� 0, 72 �� ��
)
���� � 2	 �
�*��(
���� ����*	��	 �
���� �� ����
$ 17 	�	 ����	��� � 0, 82 �
)
 ����	� 3��

�� 	 ����*	��� 	�	
� ���		� - �	)�
��
�	 ��
�!
	�1 !�� T (n) �	����� �	��2	1 !	� W (n).

! ! )	������� � �
��	����� *
���	�( 	�����(+ �
� ��
	�
 ����*	��� �
���� ������
 n
��*�� ����	���� 

������ �) .�℄ 5��� .�℄1 ��	 ����
�)�	��� ����	�	���	 � 2	 �
)�
��	71 � ��(
����� ����
� �
����
 �
)�	)
	��� �� �����
� �
 ��
�� 2������ k = λ(n) − λ(λ(n)), 
 �	��
�

�

���!�� �	*	��� �� ���
��
�1 �
� �
*��� ��������� (ai,kj , . . . , ai,kj+j−1) �	���� �
���� � (

!��
�$��� ��	 ��)��*� 	 ��)D$����� ∨k−1
s=0ai,kj+s&cs, cs ∈ {0, 1}1 � ������� �
�*�����$ 2kn2/k,


 )
�	� � !��
�	��� �	 ��
		 n3/k ��)D$����� �
� � ��
�	��� ��
	�
 ����*	��� ���# (n, n)(
�
����� S��������!	��
� ��	��
 ������� �
�*����� 0���� 

������
 ��
	�
 ����*	��� �
����
�
��
 n3/λ(n).

+�	� �
)�	)
��� �
 ��
�� ���#���� � �
���	 3�&� >��
���
 .�G℄ � �	���
�� # �#	�
#� '�)*	
L�+� 8	!������ .��℄ ���
)

1 !�� ����*	��	 �
���� �
 ���
�	� ��*�� � ��
���� 
��������!	���
����	 � ���		1 )�
!��1 � ����*	��	 ��
	� # �
���� ��*�� � ��
���� 
��������!	��� � �������
�
�*�����$ n3/(2λ(n)). +���
�)�� 0�� � ��	�	��	 � ��	���
�� � �
����
�1 ��*�� �
����� X∗

��� n = 2k � !��
��� �� �
�*�����$

8k
(

1

4(k − 1)
+

1

42(k − 2)
+ . . .+

1

4k−3

)

�	��2	�1 !	� � HI(

������
1 �*	 ��� �	��
�2�# k. - �����$�	�� # � !��
	���# ��*�� ���(
�	���� ��	�
��� ��������	����� ��)D$����� ��
	� # �	������ �
�� 1 �
���� �
)�������� ���(
��$�	�
 5��	� ��	�
��� ��������	����� ��)D$����� ����� ���# �	
 # !��	
7� J�
� �����$�	�

� ���� ��	
��	���� �

������ � �



�� ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

��)��
�	� � ��
���� �
��	 ��	�
���1 �
����	�1 � �E(���� �� !��

��1 �� 0��� 

������ ���	�
�
���
�� � �E �
)
 � ���		�

! , - ����	�� ��������� ���	�� � ��
��� .
�������� �
� ����*	��� �
���� ������

n �
� ��
���� Zp ��*�� � ��
���� �� !��	 ����*	��	 �
���� � 0
	�	��
�� �) ���*	���
 {0, . . . ,
p− 1} � ����	��� �� ����
$ p 0
	�	�� ��
�!	���� �
���� � =
� �
� � ��
�!	���� ����)�	�	���
��	 0
	�	�� ����
�
	*
� ���*	���� {0, . . . , n(p − 1)2}1 �� � �
���� *	 �	)�
��
�� ����	�1 	�
�
����*�� 0�� �
���� �
� ��
���� ZPs

, ��	 Ps = p1 . . . ps > N = np2 > p1 . . . ps−1, � � ��
���
��
)
���	 ����	�	��	 �� �
�*�����$ O(n2m(λ(Ps))). -�	��� ���� !��� � !��
��� �� ����
$ Ps,
��
!


 ��	 0
	�	�� �
�� # �
���� � ������$ N���
������ 

������
O .�℄ ��	��
�
	� � 0
	�	�� 
��
��


∏s
i=1 Zpi 
 ������� �
�*�����$ O(n2λ(s)m(λ(Ps))) = O(n2)m(λ(λ(N)))λ(N)/λ(λ(N)), )
�	�

�
�


	
��� � ��
��	� ����*	��� 0��# �
���� � ��
��
# Zpi 
 ����
���� ������� �
�*�����$

M(n)
s

∑

i=1

m(λ(pi)) = O(M(n))sm(λ(pm)) = O(M(n))m(λ(λ(N)))λ(N)/λ(λ(N))

� � ����	 � ������$ N���
����� ���
������ 

������
O ��	���
�
�	� ��
�!	�� 	 n2 0
	�	����
����)�	�	��� 0��# �
���� � ���	 !��	
 �) ��
��
 ZPs

� ������� �
�*�����$ O(n2)m(λ(N))λ(λ(N)).
3���!
�	
��� ��	��
 ������� �
�*����� ������
	� ���

O(M(n))m(λ(λ(N)))
λ(N)

λ(λ(N))
+O(n2)m(λ(N))λ(λ(N)), N = np2.

- !
�������1 ��� p = nO(1) ��		� ��	��� O(M(n))m(λ(λn))λ(n)/λ(λ(n)).
S
������ �
� ����*	��� ��
	� # �
���� �) �� E�E ��*�� ����	���� � )�	��� =���
 ���M(n) =

O(nω), p = nO(1) �
� ������� �
�*����� ����*	��� �
���� ������
 n �
� ��
���� Zp ��
�!����
��	��
 O(nω(λ(λ(n)))ω)/(λ(n))ω−1.

'�� ����*	��� �
���� �	��
�2��� �
)�	�
 �
� ���	!� �� ��
��� ��	���!���	
��		 5� ��
�(
�	��� � 

�������� .F℄7 

������ �����

��	�
 � ��	���� O(n3/ logp n) �
� !��

 ��	�
��� � ��
	
GF (p). - .�E℄ �� ����	�	� �
� �	2	��� ����	� 
��	�� # ��
��	���1 ��1 �
� �)�	���� .�℄1 

������
�	2	��� 
��	�� # ����	� ��		� �
�*����� �� ������� �
��$ *	1 �
� 

������ ����*	��� �
����
�
� �	� *	 ��
	�� - 

������	 .�E℄ ����
�)�	��� ���#����
� � .�G℄ ��	�1 � �� ����
����
� �
��2	1
!	� .�℄� ����*	��	 �
���� ������
 n �
� ��
���� ZN 	�	 � ���		 ��*�� � ��
���� 

�����(
��� .��℄1 ��	$��� 
��������!	���$ ��	��� ������� �
�*����� (n3A(N) log2N)/(2λ(n)+λ(λ(N))).

- �
�!
	 ����	�	��� ��
)
����� � 2	 ���	�
 ��� ����� # p = nO(1) � ���
	� ���
��� �)
��(
�� ����� 	 pl �
�1 !�� Pm = p1 . . . pm > N = np2 > p1 . . . pm−1, m = O(λ(p)), p1 < . . . < pm =
O(λ(p)λ(λ(p))), �
�*����� ����*	��� �
���� ������
 n �
� ��
���� Zpl 
��������!	��� ��	���
(

	��� �
�
n3A(pl) log2 pl

2λ(n) . ?�������1 ��
�!
	� ��	��� ������� �
�*����� ����*	��� �
���� ������


n �
� ��
���� Zp ��� p = nO(1), p2n < p1 . . . pm � ���	

n3

2λ(n)

m
∑

l=1

A(pl) log2 pl,


 �
� �
�
m
∑

l=1

A(pl) log2 pl = O(λ(n)(λ(λ(n)))2),

�� ��
)
��
� ��	��
 ������
	� ��� O(n3(λ(λ(n)))2).
- �����	�� # �
�!
�# ��	��� ��*�� ��
�!��� ��!�		� 8
����	�1 � ���
� p1 = 3, p2 = 5,

p3 = 7, p4 = 11, p5 = 13, p6 = 17, p7 = 19, p8 = 31, p9 = 32, p = 28 + 1, n = 216, ��		�

9
∑

l=1

A(pl) log2 pl =

= 7 log2 3+27 log2 5+17 log2 7+36 log2 11+36 log2 13+36 log2 17+55 log2 19+35 log2 31+20 ·5 < 1030.



������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � ��

=���
 ��
)
�� � � 2	 

������ ����*	��� �
���� ������
 n = 216 �
� ��
���� Zp, p = 28 + 1,
��		� ������$ �
�*����� �	�		 33n3 < 1016, 
 �
����	�1 

������ .F℄ ��		� ������$ �
�*�����
��
�2	 716 ·m(λ(p)) > 1016.

- �
�!
	 ��
�2�# p 
�!2	 ��	��
 O(n2M(λ(p))), ��
�!	��
� � �<<� �� ,�+� ����!���� .�6℄�
�
���
 � ��
�	�
 ��� ���
������ ����	�*�	 �UU+1 ���	�� V �<4G�4GGE<61 �:4G�4GG��F�
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�
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	 ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

.*&1%$ *+ %3) ε"
(.(
&%T *+ &%$ $T$%)'$ 
*1$&4)/)4 ($ ( +,1
%&*1 *+ %3) .(/(')%)/� l*/ %3) $)%
*+ .*&1%$ *+ ,..)/ $)'&
*1%&1,&%T� %3&$ 4)$
/&.%&*1 &$ 
*'.-)%) &+ %3) .(/(')%)/ 6)-*10$ %* (

*'.-)%) ')%/&
 $).(/(6-) 5)/*"4&')1$&*1(- $.(
)�

�
� ������ ε"
(.(
&%T� 1*1"(,%*1*'*,$ 4T1('&
(- $T$%)'� X(&/) 
-($$&m
(%&*1 *+ +,1
%&*1$�

- �
!	���	 �	� N�
���������O ����
������ �	���!	����� ������
����
 (X, d) S�8� ��
����(
��� � ��
��	 .�℄ ��	
 ������	 ε(	������1 �����
� ���	�	
�	��� �
� �
����

���	 !��
� ε(�
)
�!�� #
0
	�	���� � X. +���
�)�� 0�� ������	1 ����	�	� ���	�	
	��	 ����
���!	���� 0������� �	
������(
��� ���
��!	���� ����	� .E℄� '���� f ≡ (f1, f2, . . .) � ���
	���
�	
������ �	��	� �� # �����
*	(
��� �) X � X. 8
���� � ��#����� �	������ d ���	�	
�� �
 X ����
���	
���$ ����	�� �	����

dfn(x, y) = max
0�i�n−1

d(f◦i(x), f◦i(y))

(f◦i ≡ fi ◦ . . . ◦ f1, f
◦0 ≡ idX), x, y ∈ X, n ∈ N.

�
� �
*� # n ∈ N � ε > 0 ���)�
!�� !	�	) Nd(f, ε, n) ε(	������ ������
����
 (X, dfn), ��	� �
���(

�

���	 ��
�!	���� ��!	� � X, ���
�� 	 dfn(�
�������� �	*�� ����� �� ��
�2	 ε. =���
 ����
�'
��
����� .��	���� �	
��������� ���
��!	���� ����	� (X, f) ���	�	
�	��� �����
��

htop(f) = lim
ε→0

lim
n→∞

1

n
lnNd(f, ε, n). (1)

3��	���1 !�� �	
�!��
 5�7 �	 �)�	�����1 	�
� � 		 ���	�	
	��� �	����� d )
�	���� �
 
$��$ ���(
��$1 )
�
$��$ �
 X �� *	1 !�� � d, ����
���$� �
� ���� !��� ��
�!��� �

���!	���	 ���	�	
	��	
����
���!	���� 0������� 
��������� ���
��!	���� ����	� 1 �
	��	� � �
!	���	 ���
	���
�	
���(
��� f �)��� ��
����
���$ ���
	���
�	
������ (f, f, . . .).

'� �	���!	����� ������
����� M � ���
	���
�	
������ �	��	� �� # �����
*	���

f ≡ (f1, f2, . . .), fi : M×X → X, (2)

���
)�	� ������$
µ �→ htop(f(µ, ·)). (3)

- �
���	 .�℄ ���
)
��1 !�� ��� ����)��
�� # M, X � �
� 
$��� ���
	���
�	
������ ����(
�
*	��� 5E7 ������� 5�7 ����
�
	*�� ��	��	�� �0�������� �

���� 8
������1 !�� ���������
��
	���� �0�������� �

��
 �
 �	���!	���� ������
����	 M �
) �
$��� �	��	� �� 	 ������� �
�
� ������� �
���

����� !��

 p ��������� p(�� �0�������� �

��
 �
) �
$��� �������1 ��
�(
$��	�� ����!	!� �� ��	�	

�� ���
	���
�	
�����	� ������� (p − 1)(�� �

��
� - ��
��	 .6℄ �
�
X = [0, 1] �M � ���*	���
 ���
����

�� # !��	
 5� �	������1 ���������
���� 	��	���	���� �	�(
����� �	�	���	���� ������7 ������	�
 �
�
� ���
	���
�	
������ �����
*	��� 5E71 !�� �������
5�7 �	 ����
�
	*�� ������� �0�������� �

��� �
 ������
����	 M�

8
���� � ����
���!	���� 0������	� �	
��������� ���
��!	���� ����	� 5�7 �
� ����)��
�(
���� ��
�*��	
����� ε �
�������� ε(	������ �	
��������� ���
��!	���� ����	� 1 �����
� ���	(
�	
�	��� �����
��

hd(f, ε) = lim
n→∞

1

n
lnNd(f, ε, n).

L�
 �	
�!��
 #
�
��	��)�	� �������� 0�����	���

����� ����
 !��

 ���	)��� �����1 �
)
�!�� #
� ��!�����$ ε. 3��	���1 !�� ε(	������ �	
��������� ���
��!	���� ����	� �*	 )
����� �� � ���

�	����� �
 ������
����	 X. �
�������� ������$

µ �→ hd(f(µ, ·), ε). (4)

- �
�����	� �
���	 ���	� �)�!
�� ������$ 567 � ��!�� )�	��� �	���� &0�
 �
)� �� # ��������
�����$� "� /
� 
���� ���
�������
������ ����	������ (2) ������� (4) �	����
���� ���'

	��� �.	������� �
����� �	�
�� �� ��������� ��
�� ��
����	�	������� ���	(� ��
����� ���'
������� ���� Gδ� � ��������� ��
�� ��
����	�	������� ����� � ���������� ���� Fσδ 



������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � 
�

2���3�)�%/&)��� - �
���	 .�℄ ���
���
	��1 !��

hd(f(µ, ·), ε) = lim
m→+∞

hmd (f(µ, ·), ε), h1d(f(µ, ·), ε) � h2d(f(µ, ·), ε) � . . . , (5)

��	 �
� 
$���� �
���

����� !��

 m ������� µ �→ hmd (f(µ, ·), ε) ����
�
	*�� �	����� �0��������
�

��� �
 ������
����	 M1 
 �
	���
�	
���1 �
� 
$���� ��
�*��	
����� ε ������� 567 ����
�
	(
*�� ������� �0�������� �

����

3��)�
!�� !	�	) N1 ���*	���� ��!	�1 ����� 	 �	 ��
�$��� ��!�
�� ��
��	��	� ������ ��	�#�
�
� ������� 567� L�� ���*	���� ��		� ���

N1 =
⋃

r∈Q

(

{µ ∈ M : hd(f(µ, ·), ε) < r}
⋂

(M\ int{µ ∈ M : hd(f(µ, ·), ε) < r})
)

, (6)

��	 Q � ���*	���� �
����

�� # !��	
1 
 intZ � ���*	���� �����	���# ��!	� ���*	���
 Z�
�	������	
���1 �
)����� {µ ∈ M : hd(f(µ, ·), ε) < r} \ int{µ ∈ M : hd(f(µ, ·), ε) < r} ��� 
$���
r ∈ Q �	 ���	�*�� ��!	� ��
��	��	� ������ ��	�#� ������� 5671 � ������ ������ 1 	�
� ��!�

µ0 ����
�
	*�� ���*	���� N11 �� �
��	��� �
��	 !��
� r0 ∈ Q1 �
� �������� µ0 ∈ {µ ∈ M :
hd(f(µ, ·), ε) < r0} � µ0 /∈ int{µ ∈ M : hd(f(µ, ·), ε) < r0}. ?
	���
�	
���1 ��		� �	��� �
�	�����

N1 =
⋃

r∈Q

({µ ∈ M : hd(f(µ, ·), ε) < r} \ int{µ ∈ M : hd(f(µ, ·), ε) < r}) .

+) �
�	����

{µ ∈ M : hd(f(µ, ·), ε) < r} \ int{µ ∈ M : hd(f(µ, ·), ε) < r} =

= {µ ∈ M : hd(f(µ, ·), ε) < r}
⋂

(M\ int{µ ∈ M : hd(f(µ, ·), ε) < r})

��
�!�� �����
� 597�
- ��
� 5�7 �
� 
$���� r ∈ Q ���*	���� {µ ∈ M : hd(f(µ, ·)) < r} ��*�� ��	���
���� � ���	

⋃

m∈N

{µ ∈ M : hmd (f(µ, ·), ε) < r}.

=
� �
� ������� µ �→ hmd (f(µ, ·), ε) ����
�
	*
� �	����� �0�������� �

���1 �� �
� 
$���� m ∈ N

���*	���� {µ ∈ M : hmd (f(µ, ·), ε) < r} ��
�	��� ���*	����� ���
 Fσ .�1 �� E��℄1 
 �
	���
�	
���1
���*	���� ��!	� N1 � ���*	���� ���
 Fσ� =
��� ���
)��1 ���*	���� ��!	� ��
��	��	� ������
��	�#� ������� 567 ��
�	��� ���*	����� ���
 Gδ �

3��)�
!�� !	�	) N2 ���*	���� ��!	�1 ����� 	 �	 ��
�$��� ��!�
�� ��
��	��	� ������ ���)�
������� 567� L�� ���*	���� ��*�� )
���
�� � ���	

N2 =
⋃

r∈Q

(

{µ ∈ M : hd(f(µ, ·), ε) > r}
⋂

(M\ int{µ ∈ M : hd(f(µ, ·), ε) > r})
)

.

�
� 
$���� r ∈ Q ���*	���� {µ ∈ M : hd(f(µ, ·), ε) > r} ��*�� ��	���
���� �
	��$��� ���
)��;

⋃

k∈N

⋂

m∈N

{µ ∈ M : hmd (f(µ, ·), ε) � r +
1

k
}.

=
� �
� ������� µ �→ hmd (f(µ, ·), ε) ����
�
	*
� �	����� �0�������� �

���1 �� �
� 
$� # k, m ∈

N ���*	���� {µ ∈ M : hmd (f(µ, ·), ε) � r + 1
k} ��
�	��� ���*	����� ���
 Gδ1 
 �
	���
�	
���1

���*	���� ��!	� N2 � ���*	���� ���
 Gδσ � =
��� ���
)��1 ���*	���� ��!	� ��
��	��	� ������
���)� ������� 5E7 ��
�	��� ���*	����� ���
 Fσδ � =	��	�
 � ���
)
�
�

J��	���	��� ��)���
	� ������ �� ��	��2	��� ���	�
 �0�������� �

��
 � �	��	�	 �� �
��������
���*	���� Ω2 �����������# ���
	���
�	
�����	�

x = (. . . , x−2, x−1, x0, x1, x2, . . . ), xi ∈ {0, 1},

�� ���� ��	
��	���� �

������ � �





 ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

� �	������

d(x, y) =

{

0, 	�
� x = y"

2−min{|i|:xi �=yi}, 	�
� x �= y�

8
 ������
����	 Ω2 ��	�	� �����
*	��	 �����
 �
	�� �
 ���� 0
	�	�� σΩ2
(xk)k∈Z = (xk+1)k∈Z.

��$$�� ����� ������ 

�� ���
�������
������ ����	������ f ≡ (f1, f2, . . .) ��������� �
idΩ2

�
� � σΩ2
, ����� ����
���
����� .��	���� ������������ ������
����� �������� ��	�����'

��� .��� ���
�������
�������� ����
����	��� ��	�������� htop(f) � ln 2.
2���3�)�%/&)��� �
� 
$� # p, n ∈ N �
�������� ���*	���� Qp, n 0
	�	���� x ∈ Ω2, �
��#1

!��

xi =

{

0 �
� 1, 	�
� i = −p, . . . , n+ p"
0 � ���

�� # �
�!
�#�

,��*	���� 2
��� � �	���
�� �) ���*	���
 Qp, n � �
������ 2−p � ������
����	 (Ω2, d
f
n) ���� �
	�

��	 ������
����� (Ω2, d
f
n). -	
�!��
 Nd(f, 2

−p+1, n) �	 ��	� 2
	� ��
�!	���
 ��!	� � ���*	���	
Qp, n, �
� �
� � ��������� �
�!
	 ��	 ��!��1 �
�������	 �	*�� ����� �� ��
�2	 2

−p+1, �
#���
���
� � ����� 2
�	 �
����
 2−p. ,������� ���*	���
 Qp, n �
��
 2n+2p+1, �
	���
�	
���1 ��
�!
	�

htop(f) = lim
p→∞

lim
n→∞

1

n
lnNd(f, 2

−p+1, n) � lim
p→∞

lim
n→∞

n+ 2p + 1

n
ln 2 = ln 2.

>	��
 ���
)
�
�
�����$� ,� ����� M = X = Ω2� ����� ��1������� ����� ���
�������
������ ����	���'

��� (2), 
�� �
� 
����� ε ∈ (0; 1
4 ] ������� (4) �� �	����
���� ��	���� �.	������� �
���� ��

�	���	������ M 
2���3�)�%/&)��� 3��	�	
�� ���
	���
�	
������ �����
*	��� 5E7 �
	��$��� ���
)��;

fk((. . . , µ−1, µ0, µ1, . . . ), (. . . , x−1, x0, x1, . . . )) = (. . . , x−1+µk
, x0+µk

, x1+µk
, . . . ), k ∈ N, µ ∈ Ω2, x ∈ Ω2.

- ��
� ���	�	
	��� �����
*	��	 fk ��
�	��� �	��	� �� � �
 ������
����	 Ω2 × Ω2 �
� �
*����
k ∈ N�

- ������
����	 Ω2 )
�
����� ���*	���
�� A � B� 3��	�	� � ���*	���� A ��	 0
	�	�� �)
Ω2, � )
���� ����� # �
!��
� � �	�������� ���	�
 ����� ��
��� 	����� 1 
 � ���*	���� B � ��	
0
	�	�� �) Ω2, � )
���� ����� # �
!��
� � �	�������� ���	�
 ����� ��
��� ��
�� 3!	�����1 !��
�
*��	 �) ���*	��� A � B �
���� � ������
����	 Ω2�

���
�����1 !�� hd(f(µ, ·), ε) = ln 2 ��� µ ∈ A � hd(f(µ, ·), ε) = 0 ��� µ ∈ B� '���� p � �
�(
��
�2		 �
���

���	 !��
�1 ����
	�����$�		 ��
���$ 2−p > ε� '���� µ ∈ A1 ����
 �
��	��� �
��	
!��
� k0 ∈ N1 !�� �
� ��	# k > k0 � ��
�	�� �
�	����� µk = 1. �
� 
$���� k > k0 �
��������
���*	���� Qk0, p, k 0
	�	���� x ∈ Ω2, �
��#1 !��

f◦k0(x) = (yi)i∈Z =

{

0 �
� 1, 	�
� i = 0, 1, . . . , k + p− k0 − 1"
0 � ���

�� # �
�!
�#�

=
� �
� �����
*	��	 f◦k0 ��
�	��� ���	������)���1 �� �������� ���*	���
 Qk0, p, k �
��
 2
k+p−k0 .

'���� a, b ∈ Qk0, p, k1 a �= b, � f◦k0(a) = (. . . , 0, c0, c1, . . . ), f
◦k0(b) = (. . . , 0, d0, d1, . . . ), ����
 �
��	���

�
��	��2		 i ∈ {0, 1, . . . , k + p − k0 − 1}, �
��	1 !�� c0 = d0, . . . , ci−1 = di−1, ci �= di. '���� i ∈
{0, 1, . . . , p}, ����


d
f(µ,·)
k0+i+1(a, b) � d

f(µ,·)
k0+1 (a, b) � 2−p > ε,

	�
� *	 i ∈ {p + 1, . . . , k + p− k0 − 1}, ��

d
f(µ,·)
k0+i+1(a, b) � d(f◦(i−p+k0)(µ, a), f◦(i−p+k0)(µ, b)) � 2−p > ε.

?
	���
�	
���1 �	
�!��
 Nd(f(µ, ·), ε, k) �	 �	��2	1 !	� �������� ���*	���
 Qk0, p, k, �����
 ��
�(
!
	�

hd(f(µ, ·), ε) = lim
k→∞

1

k
lnNd(f(µ, ·), ε, k) � lim

k→∞

(k + p− k0) ln 2

k
= ln 2.

W ������ ������ 1 �) 
	�� ��		� hd(f(µ, ·), ε) � htop(f) � ln 2.



������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � 
�

'���� µ ∈ B, ����
 �
��	��� �
��	 �
��	��2		 �
���

���	 !��
� k0, !�� �
� 
$���� k � k0
� ��
�	�� �
�	����� µk = 0. =
��� ���
)��1 �
� 
$� # k � k0 � µ ∈ M ��		� �	��� �
�	�(
���� f◦k(µ, ·) = f◦k0(µ, ·), �
	���
�	
���1 � ��
�	�� �
�	����� Nd(f(µ, ·), ε, k) = Nd(f(µ, ·), ε, k0), 

)�
!��1 ε(	������ ���
	���
�	
������ �����
*	��� f(µ, ·) �
��
 ��
$�

- ��
� ��$�� �
������� ���*	��� A � B �
*�
� ��!�
 ������
����
 Ω2 ��
�	��� ��!��� �
)(
� �
 ������� µ �→ hd(f(µ, ·), ε), ��0���� �� �	��	�	 &0�
 � �������# �	����� �

��
 .�1 
� E6E℄ ��

�	 ����
�
	*�� �	����� �

��� &0�
� =	��	�
 E ���
)
�
�

- �
�!
	 ��
��� ������
����
 M ���
�	�
��
 �
	��$�
�
�����$� 1� 2�
� �	���	������ M ��
����� ��
���� �� ��������� ��
�� ��
����	�	����'

��� ���	(� ������� (4) ��
����� ����� �
����� ���������� ���� Gδ 
2���3�)�%/&)��� -����
�)�	��� ��	���
�
	��	� 5�7� =
� �
� �
� 
$���� �
���

����� !��



m ������� µ �→ hmd (f(µ, ·), ε) ����
�
	*�� �	����� �0�������� �

��� �
 ������
����	 M1 �� � ��(

� �	��	� &0�
 .�1 
� E6E℄ ���*	���� Gm ��!	� �	��	� ������ �
*��� ������� µ �→ hmd (f(µ, ·), ε)
��
�	��� ��$�� �
��� � ���*	����� ���
 Gδ � '	�	�	!	��	 ��	# Gm ����
 ��
�	��� ��$�� �
��(
� � ���*	����� ���
 Gδ 1 �
*�
� ��!�
 �������� ��
�	��� ��!��� �	��	� ������ ��	# ����(
��� hmd (f(µ, ·), ε)� '���� µ0 ∈

⋂

m∈N

Gm � δ > 01 ����
 ��� ����
��!�� ��
�2�� m ���	� ��	��

hmd (f(µ0, ·), ε) � hd(f(µ0, ·), ε) + δ� C
��������
� �
� m1 �
��	� ���	������� O(µ0) ��!�� µ0, �
(
��$1 !�� hmd (f(µ, ·), ε) � hmd (f(µ0, ·), ε) + δ �
� ������� µ ∈ O(µ0). =
� �
� ���
	���
�	
������
(hmd (f(µ, ·), ε))∞m=1 ��
�	��� �	��)�
��
$�	�1 �� h

m
d (f(µ, ·), ε) � hd(f(µ, ·), ε), ��0���� �
� µ ∈ O(µ0)

���	� ��	�� hd(f(µ, ·), ε) � hd(f(µ0, ·), ε) + 2δ. ?
	���
�	
���1 � �
*��� ��!�	 ���*	���

⋂

m∈N

Gm

������� 567 ��
��	��	� ��
 ��	�#��
J�
� ������� 567 ������
	� )�
!	��	 +∞, �� ��	� ����	 �
���*�	��� �������� �
� ����(

��� µ �→ hd(f(µ,·),ε)
hd(f(µ,·),ε)+1 , � ������� ���*	���� ��!	� ��
��	��	� ������ ��	�#� ����
�
	� � ���*	�����

��!	� ��
��	��	� ������ ��	�#� ������� 567� =	��	�
 � ���
)
�
�
-�)���
	� 	��	���	�� � ������; �����	 
� ��$�� �
����	 ���*	���� ���
 Gδ � ������
����	M

��*	� � �� ���*	����� ��!	� ��
��	��	� ������ ��	�#� ������� 567X �

		 � �
���	 ���	� ��
�(
!	�� ��
��	 ����
��	 ���*	���
 ��!	� ��
��	��	� ������ ��	�#� ������� 567 �
� 
$���� ��
����
�	���!	����� �	�
�
�	
����� ��
��	����� ������
����
 M. '� ���	�	
	��$ .91 
� E:9℄ �	���!	���	
������
����� ��		� �
)�	������ ��
�1 	�
� 
$�
� 	�� ��!�
 ��		� ���
� ������ �

�$ ���	�������1
��
�$��$�� ������	�	��� )
������� � ���� ���1 !�� �
�����
��� ������	 ��
��� 0��� ���	����(
���� 3���� �) ����	��� �
���� ������
����
 �
�*�� ���	�2	���	 ���*	���� �
����
 K �
 ���	)�	
[0, 1] 5���*	���� �	����	!� # ����!� # ����	� x = 0, a1a2a3 . . . , ��	 ai ∈ {0, 2}7 � �	������1 ����(
�����
���� 	��	���	���� �	������ �	�	���	���� ������� =
� �
� ����
�	��	 � ���*	���� K ��$��
�
���� �
 ���	)�	 [0, 1], �� �
*��$ ��!�� ���*	���
 K ��*�� )
�
$!��� � ���
� ������ �

 �
���	��

 � ����
�� �) [0, 1] \ K, ����� � ��		� �����$ ��
���� � ���*	���	 K, )�
!��1 0�� ���(
���
����� ��
�	��� ��
��	�� � �	���!	���� ������
������� '�
���
 ������
����
 K �
	��	� �)
	�� )
��������� �
 ���	)�	 [0, 1], 
 �	�
�
�	
������ � �) ��$�� �
������� � K ���*	���
 ����!� #
����	� � ���	!� � !��
�� �	��
	� # ����!� # )�
��� ���
	 )
������

- �
���	 .F℄ �
� ������� ��$�� �
������ ������*	���
 ���
 Gδ � ��
��� �	���!	���� �	�
�
(
�	
���� ��
��	���� ������
����	 M ������	�
 �
�
� ��
����
��
� ���
	���
�	
������ �	��	� �(
� # �
M×Ω2 �������1 !�� ���*	���� ��!	� ��
��	��	� ������ ���)� ����
���!	���� 0�������1
�
���
����
	��� �
� ������� �
�
�	��
1 ����
�
	� � �
�� � ������*	������ �
� ε(	������ �	(
�	����
 �	
������� # ���
��!	���# ����	� ���
�	�
��
 �
	��$�
�

�����$� 4� ����� M � ��
��� ���	�
����� ����	���
���� ��
���	��� �	���	������ � X =
Ω2. ����� �
� ������� ���	����� ����� �
������ ������������ G �	���	������ M ��1�������
����� ���
�������
������ ����	������ (2), 
�� �
� 
���( µ ∈ M� ε ∈ (0; 1

4 ] � k ∈ N ����	�'
����� x �→ fk(µ, x) ��
����� �������	������ � ��������� ��
�� ��
����	�	������� ���	(�
������� (4) ��������� � ���������� G.

2���3�)�%/&)��� �
� ���*	���
 G, ����
�
$�	�� �� ��	� ������
������M, �
�������� ��
(
����
���$ ���
	���
�	
������ �����
*	��� fk(µ, ·) ≡ idΩ2

, k ∈ N. =
� �
� ε(	������ ��*�	���	�(
���� �����
*	��� �
��
 ��
$1 �
*�
� ��!�
 ���*	���
 G ��
�	��� ��!��� ��
��	��	� ������
��	�#� ������� µ �→ hd(f(µ, ·), ε).

'���� )
�
�� ���� ��	 ���*	���� G, �	 ����
�
$�		 �� ��	� ������
������M. +) �	�
�
�	
�(
����� � ��
��	������ ������
����
 M ��
�!
	�1 !�� ���� ��	 ���*	���� G ��*�� ��	���
���� �

�� ���� ��	
��	���� �

������ � �




� ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

���	 �!	����� ��D	���	��� ���� ��()
����� # ���*	��� .91 
� E:9℄;

G =
⋃

k∈N

Gk, (7)

���!	� �	) ���
��!	��� �������� ��*�� �!��
��1 !�� �
� 
$���� k ∈ N � ��
�	�� ��
$!	��	
Gk ⊂ Gk+1. 3��	���1 !�� � ��
��$ !
��� �����
 5F7 ��
*�� �#����� �!	���	 !��
� �
)
�!� #
���*	���1 �
� �
� � ��������� �
�!
	1 �����
��� ���*	���
 Gk )
����� 1 ���*	���� G ��
�
���
� )
����� �1 
 ����
 � ��
� 	�� ��$�� �
������� � ������
����	 M ����
�

� � �� ��	� ���(
���
������ M, !�� �� ��	���
�*	��$ �	 �
�� K	�	) χk ���)�
!�� #
�
��	�����!	���$ ������$
���*	���
 Gk. �
�������� ���
	���
�	
������ �����
*	��� fk : M × Ω2 → Ω2, ���	�	
�	��$
�����

��

fk(µ, (ai)i∈Z) = (ai+χk(µ))i∈Z, k ∈ N, µ ∈ Ω2.

'����
��� ���*	���� Gk ��
�	��� ���� ��()
����� �1 #
�
��	�����!	��
� ������� χk 0���� ���(
*	���
 �	��	� ��
 �
 ������
����	 M, 
 �
	���
�	
���1 �����
*	��	 fk ��
�	��� �	��	� �� �
�
 M× Ω2.

'���� µ ∈ M \ G, ����
 �
� 
$���� k ∈ N � ��
�	�� ��
$!	��	 µ ∈ M \ Gk, 
 )�
!��1
���
�	�
��� �
�	����� χk(µ) = 0, �����
 ��
�!
	� fk(µ, ·) ≡ idΩ2

, �
	���
�	
���1

hd(f(µ, ·), ε) = 0. (8)

'���� µ ∈ G, ����
 �
��	��� �
��	 �
��	��2		 �
���

���	 !��
� k(µ), !�� �
� 
$���� k � k(µ)
� ��
�	�� ��
$!	��	 µ ∈ Gk. =
��� ���
)��1 ���
�	�
�� �
�	����


χ1(µ) = 0, . . . , χk(µ)−1(µ) = 0, χk(µ)(µ) = 1, χk(µ)+1(µ) = 1, . . . .

3��)�
!�� !	�	) p �
���
�2		 �
���

���	 !��
�1 ����
	�����$�		 ��
���$ 2−p > ε. �
� 
$����
k ∈ N, �
����1 !�� k > k(µ), �
�������� ���*	���� Qµ, p, k 0
	�	���� x �) Ω2, ����� 	 ����
	�����$�
��
���$

f◦k(µ)(µ, x) = (ai)i∈Z, ai =

{

0 �
� 1, 	�
� i = 0, 1, . . . , k + p− k(µ)− 1"
0 � ���

�� # �
�!
�#�

,������� ���*	���
 Qµ, p, k �
��
 2(n+p−k(µ)). '���� a, b ∈ Qµ, p, k � a �= b, ����
 �
��	��� !��
�
i0 ∈ {0, 1, . . . , k+p−k(µ)−1}, �
��	1 !�� ai = bi �
� i = 0, . . . , i0−1 � ai0 �= bi0 . '���� i0 ∈ {0, 1, . . . , p},
����


d
f(µ,·)
k (a, b) � d(a, b) � 2−p > ε;

	�
� *	 i0 ∈ {p+ 1, . . . , k + p− k(µ)− 1}, ��

d
f(µ,·)
k (a, b) � d(f◦(i0−p+k(µ))(µ, a), f◦(i0−p+k(µ))(µ, b)) � 2−p > ε.

?
	���
�	
���1 �	
�!��
 Nd(f(µ, ·), ε, k) �	 �	��2	1 !	� �������� ���*	���
 Qµ, p, k. =
��� ���
(
)��1 ��
�!
	�

hd(f(µ, ·), ε) = lim
k→∞

1

k
lnNd(f(µ, ·), ε, k) � lim

k→∞

(k + p− k(µ)) ln 2

k
= ln 2. (9)

W ������ ������ 1 �� 
	��	 ��		� hd(f(µ, ·), ε) � htop(f(µ, ·)) � ln 2. =
��� ���
)��1 �
*�
� ��!�

µ ∈ G ��
�	��� ��!��� ��
��	��	� ������ ��	�#� ������� µ �→ hd(f(µ, ·), ε). '����
��� ���*	����
G ��$�� �
���� � ������
����	 M, � 
$��� ���	������� �
*��� ��!�� µ ∈ M \ G 	��� ��!�
 �)
���*	���
 G, 
 �
	���
�	
���1 � ��
� 5:7 � 5<7 ��!�
 µ �	 ��
�	��� ��!��� ��
��	��	� ������
��	�#� ������� µ �→ hd(f(µ, ·), ε).

'���� ���*	���� G ��
�	��� ���*	����� ���
 Gδ � �	 ��
�	��� ���� � � � ������
����	 M,

 �
	���
�	
���1 ��	���
���� � ���	 �!	����� �	�	�	!	��� ���� � # ���*	���;

G =
⋂

k∈N

Gk, (10)



������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � 
�

��	 Gk ⊃ Gk+1, k ∈ N. 3��	���1 !�� � ��
��$ !
��� �
�	����
 5�G7 ��
*�� �#����� �!	���	 !��
�
�
)
�!� # ���� � # ���*	���1 �	 ��
�$��#�� )
����� �� � ������
����	 M, �
� �
� � ������(
��� �
�!
	 ���*	���� G 
��� ���*	���� M\ G ��
�
��� � ���� � �1 !�� ��������	!�� ��$��
�
������� ���*	���
 G. =
��� ���
)��1 ��*�� �!��
��1 !�� �
*��	 ���*	���� Gk ���� �� � �	
��
�	��� )
����� �� �
*��	 ���*	���� Gk ��	���
���� � ���	 �!	����� ��D	���	��� ���� ��(
)
����� # ���*	���; Gk =

⋃

l∈N

Gkl, ���!	� �	) ���
��!	��� �������� ��*�� �!��
��1 !�� �
�


$���� l ∈ N � ��
�	�� ��
$!	��	 Gkl ⊂ Gkl+1. '���� χkl � #
�
��	�����!	��
� ������� ���*	(
���
 Gkl. �
� 
$� # k ∈ N � µ ∈ M ���)�
!�� !	�	) lk(µ) �
��	��2		 �
���

���	 !��
�1 �
��	1
!�� χklk(µ)(µ) = 1; 	�
� �
���� !��

 �	 ���	����	�1 �� �!��
	� lk(µ) = 1.

'� ���
	���
�	
������ {lk(µ)}
∞

k=1 �������� ��)�
��
$��$ ���
	���
�	
������ {mk(µ)}
∞

k=0, ��	

mk(µ) =

⎧

⎨

⎩

1 ��� k = 0"

2k(lk(µ) +
k−1
∑

i=0
mi(µ)) + 1 ��� k > 0�

'�
�*�� sk(µ) =
k
∑

i=0
mi(µ). '���� n ∈ {sk−1(µ) + 1, . . . , sk(µ)}, k ∈ N. 3��	�	
�� �����
*	��	

fn : M× Ω2 → Ω2 �
	��$��� ���
)��;

fn(µ, (ai)i∈Z) = (ai+χkn−sk−1(µ)
(µ))i∈Z.

C
�������	� µ0 ∈ M. '����
��� ���*	���
 Gqr, q = 1, . . . , k, r = 1, . . . ,mr(µ0), ��
�$��� ���� ��(
)
����� �� � ������
����	 M, �� #
�
��	�����!	���	 ������� 0��# ���*	��� �������� � �	��(
����� ���	������� O(µ0) ⊂ M ��!�� µ0, 
 �
	���
�	
���1 ��� �
*��� µ ∈ O(µ0) �����
*	��	
fn(µ, ·) ��
�	��� �
� ��*�	���	�� � �����
*	��	� �
 ������
����	 Ω2, �
� �����
*	��	� �����

�
	�� �
 ���� 0
	�	�� �
 ������
����	 Ω2. =
��� ���
)��1 �����
*	��	 fn ��
�	��� �	��	� �� �
� 
$��� ��!�	 ������
����
 M× Ω2.

'���� µ ∈ M \ G, ����
 �
��	��� �
��	 �
��	��2		 �
���

���	 !��
� k(µ), !�� �
� 
$����
p ∈ N ��		� �	��� ��
$!	��	 µ ∈ M \ Gk(µ)p, 
 �
	���
�	
���1 � ��
�	�� �
�	����� χk(µ)p(µ) = 0.
�
� 
$���� n > sk(µ)−1(µ) ���
�	�
��� ��*�	���� fn(µ, ·) ≡ idΩ2

, �) �������� ��
�!
	�

hd(f(µ, ·), ε) = 0. (11)

'���� µ ∈ G, ����
 �
� 
$� # k ∈ N � n ∈ {sk−1(µ) + lk(µ), . . . , sk(µ)} � ��
�	�� �
�	�����
χkn−sk−1(µ)(µ) = 1. 3��)�
!�� !	�	) p �
���
�2		 �
���

���	 !��
�1 ����
	�����$�		 ��
���$

2−p > ε. �
�������� ���*	���� Qµ, k, p 0
	�	���� x ∈ Ω2, �
��#1 !��

f◦(sk−1(µ)+lk(µ)−1)(µ, x) = (yi)i∈Z, yi =

{

0 �
� 1, 	�
� i = 0, 1, . . . ,mk(µ) + p− lk(µ)− 1"
0 � ���

�� # �
�!
�#�

=
� �
� �����
*	��	 f◦(sk−1(µ)+lk(µ)−1)(µ, ·) ��
�	��� ���	������)���1 �� �������� ���*	���


Qµ, k, p �
��
 2mk(µ)+p−lk(µ). '���� a, b ∈ Qµ, k, p1 a �= b, � f◦(sk−1(µ)+lk(µ)−1)(µ, a) = (. . . , 0, c0, c1, . . . ),

f◦(sk−1(µ)+lk(µ)−1)(µ, b) = (. . . , 0, d0, d1, . . . ), ����
 �
��	��� �
��	��2		 i ∈ {0, 1, . . . ,mk(µ) + p −
lk(µ)− 1}, �
��	1 !�� c0 = d0, . . . , ci−1 = di−1, ci �= di. '���� i ∈ {0, 1, . . . , p}, ����


d
f(µ,·)
sk(µ)

(a, b) � d
f(µ,·)
sk−1(µ)+lk(µ)

(a, b) � 2−p > ε;

	�
� *	 i ∈ {p + 1, . . . ,mk(µ) + p− lk(µ)− 1}, ��

d
f(µ,·)
sk(µ)

(a, b) � d(f◦(sk−1(µ)+lk(µ)+i−p)(µ, a), f◦(sk−1(µ)+lk(µ)+i−p)(µ, b)) � 2−p > ε.

?
	���
�	
���1 �	
�!��
 Nd(f(µ, ·), ε, sk(µ)) �	 �	��2	1 !	� �������� ���*	���
 Qµ, k, p, ���$�

��
�!
	�

hd(f(µ, ·), ε) � lim
k→∞

1

sk(µ)
lnNd(f(µ, ·), ε, sk(µ)) � lim

k→∞

(mk(µ) + p− lk(µ)) ln 2

sk−1(µ) +mk(µ)
= ln 2. (12)

�� ���� ��	
��	���� �

������ � �
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W ������ ������ 1 �� 
	��	 ��		� hd(f(µ, ·), ε) � htop(f(µ, ·)) � ln 2. =
��� ���
)��1 �
*�
� ��!�

µ ∈ G ��
�	��� ��!��� ��
��	��	� ������ ��	�#� ������� µ �→ hd(f(µ, ·), ε). '����
��� ���*	����
G ��$�� �
���� � ������
����	 M, � 
$��� ���	������� �
*��� ��!�� µ ∈ M \ G 	��� ��!�
 �)
���*	���
 G, 
 �
	���
�	
���1 � ��
� 5��7 � 5�E7 ��!�
 µ �	 ��
�	��� ��!��� ��
��	��	� ������
��	�#� ������� µ �→ hd(f(µ, ·), ε). =	��	�
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&(- (1, λ)"$)(/
3 +,1
%&*1(-$ ./*.*$)4 )(/-&)/ 6T 7�V� l*')1r*�

�
� ������ .(&/ *+ W('m/)$
, %T.) ',-%&"9(-,)4 '(..&10$� 
*&1
&4)1
) .*&1%� mU)4 .*&1%�
$)(/
3 +,1
%&*1(-� ./&1
&.-) *+ $)(/
3 +*/ 5)/*$�

"� ��� ����)�%/!'� &�� �!�0� - �<FE �� =� C
����	��� 5Y� Z[\]^_`
a7 � �
���	 .�℄ �
�(
�����	
 �

�� �����
*	��� 5�	 ��	��
 �	��	� �� #7 �	���!	����� ������
����
 � �	��1 ����� �
��
�	��� ��
		 2������1 !	� �

�� �*��
$��# �����
*	���� S ��	��� �� ��	
 �
	��$�		 ����(
��	�

�-�� �%�!�� "� '���� (X, d) � �	���!	���	 ������
������ 3����
*	��	 T : X → X �
) �
(
	��� ����	������� 3����	����1 	�
� � ��
��� 	�
� �
� �	�� ���	����$� !��

 a, b, c1 ����
	���(
��$��	 �	�
�	����
� 0 � a < 1, 0 � b < 1

2 , 0 � c < 1
2 1 � �
� 
$� # x, y ∈ X � ��
�	�� #��� � ����

�) �
	��$��# ��
����;
(z1) d(T (x), T (y)) � ad(x, y);

(z2) d(T (x), T (y)) � b[d(x, T (x)) + d(y, T (y))];

(z3) d(T (x), T (y)) � c[d(x, T (y)) + d(y, T (x))].

- .�℄ ��
�!	� �
	��$��� �
*� � �	)�
��
�1 �����
$��� ������� &
�
#
 �*��
$��# ����(
�
*	����

�����$� " 5Y� Z[\]^_`
a .�℄7� ����� (X, d) � ��
��� ���	�
����� �	���	������� T : X →
X � ����	������ 2�
� T ��
����� ����	������� 3����	����� �� ��� ����� ������������
����������� ��
�� 

=	��	�
 C
����	��� �����
	� �)�	����$ �	��	�� &
�
#
 .E℄ 5� �
�!
	 � ��
�	��� ��
����
(z1)71 �	��	�� �
��
�
 .�℄ 5� �
�!
	 ��
���� (z2)7 � �	��	�� K
��	��*� .6℄ 5� �
�!
	 ��
����(z3)7�

8
� ���
������� �
	��$��	 ���)�
!	����
'���� P (X) � �	�	����� ��	��)��*� # �	���� # ������*	��� X � T : X → P (X) � �����(

)�
!��	 �����
*	��	� =�!�
 x ∈ X �
) �
	��� ����������� ��
��� �����)�
!���� �����
*	���
T 1 	�
� x ∈ T (x)� -�	�	� ���)�
!	���; Fix(T ) := {x ∈ X|x ∈ T (x)} � ���*	���� ��	# �	�����*� #
��!	� T 1 Graph(T ) := {(x, y) : x ∈ X, y ∈ T (x)}.

�
� �	���!	����� ������
����
 (X, d) ���)�
!�� !	�	) CB(X) �	�	����� ��	# �	���� # ���
(
��!	�� # )
����� # ������*	��� X� '���� x ∈ X1 A,B ⊂ X� �
�������� d(x,A) := inf{d(x, a) :
a ∈ A} � �
�������	 �	*�� x � A" d(A,B) := inf{d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B} � �
�������	 �	*�� A � B"
h(A,B) := sup{d(a,B) : a ∈ A} � ���
��	��	 A �� B" H(A,B) := max{h(A,B), h(B,A)} � �	����

b
������
 �
 CB(X)1 ���������
��
� �	������ d�

- �<9F �� ?�&� 8
�
	� 5c� d� e[fg_^7 .�℄ � �����
 ��	$ �����)�
!���� �*��
$�	�� �����
*	(
���� ?
	��$�
� �)�	���
� �	��	�
 ����� 	�� ��� � ��	���
�
�	� �����)�
!��$ �	���$ �������

�*��
$��# �����
*	��� &
�
#
�

�����$� , .9℄� ����� (X, d) � ��
��� ���	�
����� �	���	������� T : X → CB(X) � ���'
�����
��� α'������1�� ����	������� � � �
� ������	��� α ∈ R� 0 � α < 1� � 
���( x, y ∈ X
��	��� 
�� H(T (x), T (y)) � αd(x, y) ����� Fix(T ) �= ∅.

- EG�G �� �����

�� �
���
 .F℄1 � ������� � 
� ��	�	�� ������	 �����)�
!���� �����
*	���
C
����	��� � ��	���
�
	� ��� �	)�
��
��� � �������
# ���*	���
 �	�����*� # ��!	� �
���� ����(
�
*	���� �
�������� 0�� ������	�

�-�� �%�!�� , .F℄� '���� (X, d) � �	���!	���	 ������
�����1 T : X → CB(X) � �����)�
!��	
�����
*	��	� 3����
*	��	 T ��
�	��� ��������
��� ����	������� 3����	���� ����
 � ��
���
����
1 ����
 ���	����$� �
��	 !��

 a, b, c � ��
������ 0 � a < 11 0 � b < 1

2 1 0 � c < 1
2 1 !�� �
�


$� # x, y ∈ X �	��� #��� � ���� �) �	�
�	����;

(z̃1) H(T (x), T (y)) � ad(x, y);

(z̃2) H(T (x), T (y)) � b[d(x, T (x)) + d(y, T (y))];

(z̃3) H(T (x), T (y)) � c[d(x, T (y)) + d(y, T (x))].

3����� � �	)�
��
��� �
��� .F℄ ��
�	��� �
	��$�		 ���	�*�	��	�
�����$� 1 .F℄� ����� (X, d) � ��
��� ���	�
����� �	���	������� T : X → CB(X) � ���'

�����
��� ����	������ 3����	���� ����� �
� 
���� ��
�� x0 ∈ X � 
���� ��
�� x1 ∈ T (x0)

�� ���� ��	
��	���� �

������ � �




� ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

��1������� ���	�������� ���
�������
������ {xn}n∈N ����	������ T 5� � ������ 
�� xn+1 ∈
T (xn), n = 0, 1, 2, . . .7� ����	�� �(������ � ����������� ��
�� u ����	������ T � �	�
�� �
� ����'
��	�� ��������� α < 1 ��	�� �
����1�� ������ (n = 1, 2, . . .):

d(xn, u) �
αn

1− α
d(x0, x1), d(xn, u) �

α

1− α
d(xn−1, xn).

- .F℄ ���������� �
�*	 �������
��� 0��� �	��	� �
� �
�!
�1 ����
 �����
*	��	 T ��		�
����
��� 	 ���
) � - 0��� �
�!
	 � �!	��� ����
������� ���
)�� � �	��	� ������ �	����� ��	(
�
�����
� ���
	���
�	
������ {xn}n∈N ��*	� � �� ������	�
 �
�1 !�� d(xn, xn+1) = d(xn, T (xn))1
��	� ��!�
 xn+1 � ���
	��� �
� ��!�
 �) ���
)
 T (xn)1 �
�*
�2
� � ��!�	 xn�

- �
�����	� �
���	 �������� ������	 �
� �����)�
!� # �����
*	��� ���
 C
����	��� �
�)�!
	��� ������ � ���	�����
��� ��!	� ����
�	��� � �
��# �
� �����
*	���� 3����� �� �	)�
�(
�
�
�� ��
�$��� �	��	�
 � ���	�����
��� ��!	� ����
�	��� �
� �����)�
!� # �����
*	��� ���

C
����	��� 5�	��	�
 67 � �
��
�� 0��� �	��	� �
� �
�!
�1 ����
 ��
 �����)�
!� # �����
*	���
��	$� ����
��� 	 ���
) � '��
)
��1 !�� �) 0��# �	��	� �
	��$� ������ 	 �	)�
��
� �
��� .F℄�
�
���
����
	��� ���)� ��	# �	�	!��
	�� # �	)�
��
��� � ��������� �����
 ��
	� �
� �
) �
	� #
(α, β)(������� # ��������

��1 ����� � � 
 ��	�
�*	� =�8� U��	��� .:4�G℄ 5��� �
�*	 �
��
�� 
0���� �������
 � �	������	 	�� �
)����	 � .��1 �E℄7�

,� �&!��!'� ��3�%/)�)'� '���� (X, ρ), (Y, d) � ��
� 	 �	���!	���	 ������
����
1 F,G :
X → CB(Y ) � �����)�
!� 	 �����
*	����

�-�� �%�!�� 1� &��	� ��������1 !�� �
�
 �����
*	��� (F,G) ��
�	��� ��	�� ���� 3����'
	���� �� X1 	�
� F (X) ⊆ G(X) � ���	����$� �
��	 !��

 a, b, c1 0 � a < 1, 0 � b < 1

2
, 0 � c < 1

2
1 !��

�
� 
$� # x, y ∈ X � ��
�	�� ���� �) �
	��$��# ��
����;

(fz1) H(F (x), F (y)) � ad(G(x), G(y));

(fz2) H(F (x), F (y)) � b[d(G(x), F (x)) + d(G(y), F (y))];

(fz3) H(F (x), F (y)) � c[d(G(x), F (y)) + d(G(y), F (x))].

8
������1 !�� ��
��� ���������� ���# �����)�
!� # �����
*	��� F,G : X → CB(Y ) �
) �
	���
�
�
� ��!�
 x ∈ X1 !�� F (x)∩G(x) �= ∅� ,��*	���� ��!	� ����
�	��� �����
*	��� F,G ���)�
!
	���
Coin(F,G) := {x ∈ X|F (x) ∩G(x) �= ∅}�

8
� ���
������� �
	��$�		 �������
�	
���	 ���	�*�	��	�
��$$� "� ����� A,B � ��������� ��	���
����� ��������� � ���	�
����� �	���	������

(X, d) � A �= B ����� �
� 
����� 
��
� q > 1 ��	��� 
�� �
� ������ ��
�� x ∈ A ��1�������
����� ��
�� y ∈ B� 
�� d(x, y) � qH(A,B) 

2���3�)�%/&)��� - �
��� �	
	1 �
� 
$��� )
�
���� ��!�� x ∈ A � �
� 
$���� ε > 0 ��(
�	����	� ��!�
 z = z(ε) ∈ B1 �
�
�1 !�� d(x, z) < d(x,B) + ε. '�� 
$��� )
�
���� q > 11 �)��
ε = εq = h(A,B)(q − 1)1 �
��	� �
��$ ��!�� z = z(εq) ∈ B1 �
� �������

d(x, z) < d(x,B)+εq = d(x,B)+h(A,B)(q−1) � h(A,B)+h(A,B)(q−1) = qh(A,B) � qH(A,B). ✷

�����$� 4� ����� (X, ρ), (Y, d) � ��
��� ���	�
����� �	���	������� F,G : X → CB(Y ) �
��	� ��������
��( ����	������ ���� 3����	���� ����� �	���� Graph(G) ����	������ G ��'
����� �	����
���� ������ 
�� �
� ������	��� γ � 1 � �
� 
���( x, y ∈ X ��	��� 
��
ρ(x, y) � γd(G(x), G(y)) 

����� ����	������ F � G ����� � X ��
�� ���������� � ��
���� � 
���� ��
�� (x0, y0) ∈
Graph(F ) ����� ����	���� ���
�������
������ .
������� Graph(F )� �(���1���� � ������	��
��
�� (x∗, y∗) ∈ Graph(F ) ∩Graph(G)� � 4 x∗ ∈ Coin(F,G) 

2���3�)�%/&)��� '���� )
�
�� ����)��
���	 !��
� q ∈ R1 1 < q < min{1

a ,
1

2b ,
1

2c}� �
��������
����)��
���$ ��!�� (x0, y0) ∈ Graph(F )� - ��
� ��
$!	��� F (X) ⊆ G(X) ���	����	� ��!�
 x1 ∈ X1
�
�
�1 !�� y0 ∈ G(x1)� �

		1 � �	�	� 
$��$ ��!�� y1 ∈ F (x1)� �
� y1 �
��� *	 ���
)�� �
��	���
��!�
 x21 �
�
�1 !�� y1 ∈ G(x2)� - ���
)	 F (x2) ���

��� 
	��	 � ��*�� � ��
�� �
��$ ��!�� y21
�
� ������� � ��
�	�� �	�
�	����� d(y1, y2) � qH(F (x1), F (x2))� '����
*�� 0��� ����	���

- ����	 ��)���
$� ���
	���
�	
������ {xn}n∈N, {yn}n∈N1 �
��	1 !�� yn ∈ F (xn)∩G(xn+1)1 ���(
!	� d(yn, yn+1) � qH(F (xn), F (xn+1))1 n = 1, 2, . . .�



������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � 
�

�
�������� ��)��*� 	 ������2	��� �	*�� �	
�!��
�� d(y0, y1) � d(y1, y2)�
J�
� �
� ��!	� x1, x2 � ��
�	�� ��
���	 (fz1)1 �� ��		�

d(y1, y2) � qH(F (x1), F (x2)) � aqd(G(x1), G(x2)) � aqd(y0, y1).

3��$�
 ��
�!
	� d(y1, y2) � aqd(y0, y1)�
J�
� �
� ��!	� x1, x2 � ��
�	�� ��
���	 (fz2)1 ��	� 	�
�

H(F (x1), F (x2)) � b[d(G(x1), F (x1)) + d(G(x2), F (x2))],

��

d(y1, y2) � qH(F (x1), F (x2)) � qb[d(G(x1), F (x1)) + d(G(x2), F (x2))] � qb[d(y0, y1) + d(y1, y2)].

?
	���
�	
���1 d(y1, y2) �
qb

1−qbd(y0, y1)�

+1 �
���	�1 	�
� �
� ��!	� x1, x2 � ��
�	�� ��
���	 (fz3)1 ��	� 	�
�

H(F (x1), F (x2)) � c[d(G(x1), F (x2)) + d(G(x2), F (x1))],

�� ��		�
d(y1, y2) � qH(F (x1), F (x2)) � qc[d(G(x1), F (x2)) + d(G(x2), F (x1))] =

= qc[d(G(x1), F (x2))] � qcd(y0, y2) � qc[d(y0, y1) + d(y1, y2)].

?
	���
�	
���1 d(y1, y2) �
qc

1−qcd(y0, y1)�

3��)�
!�� α := max{aq, qb
1−qb ,

qc
1−qc} < 11 �� ��	# ��	# �
�!
�# ���#���� � �	�
�	����� d(y1, y2) �

αd(y0, y1)�
S�

���!�� ��	� ���	��1 �����
��� y3 ����
	�����	� ��
���$ d(y2, y3) � qH(F (x2), F (x3))1

�
���
����
� ��� ��)��*����� ������2	��� (fz1), (fz2), (fz3) �
� �
� ��!	� (x2, x3)1 ��		� ��
��	# �
�!
�# ������2	��	

d(y2, y3) � αd(y1, y2) � α2d(y0, y1).

'����
*
� �
��� ���
)��1 ��
�!
	� ������2	���

d(yn, yn+1) � αd(yn−1, yn), (1)

�����
 )
�
$!
	�1 !�� d(yn, yn+1) � αnd(y0, y1)1 n = 1, 2, . . .�
h���1 !�� ���
	���
�	
������ {yn}n∈N ��
�	��� ����
�	��

����1 
 )�
!��1 �#������ � ��
���

������
����	 Y � '���� yn → y∗�
'� ��
���$ �	��	� 

ρ(xn, xn+1) � γd(G(xn), G(xn+1)) � γd(yn−1, yn) � γαn−1d(y0, y1).

'�0���� � ���
	���
�	
������ {xn} ����
�	��

��
1 
 )�
!��1 �#������ � ��
��� ������
�(
���	 X� '���� xn → x∗� 3��$�
 �
	��	�1 !�� ���
	���
�	
������ 0
	�	���� ��
����� {(xn, yn)} ⊆
Graph(F )1 {(xn+1, yn)} ⊆ Graph(G) �#������ � 0
	�	��� (x∗, y∗)� =
� �
� �� ��
���$ �	��	� ��
(
��� Graph(G) )
�����1 �� ��!�
 (x∗, y∗) ∈ Graph(G)� '��
*	�1 !�� ��
 ����
�
	*�� � ��
����
Graph(F )� �
� 0���� ��	��� �
�������	 �� y∗ �� F (x∗)�

J�
� �
� ��!	� (xn, x∗) � ��
�	�� ��
���	 (fz1)1 ��

d(y∗, F (x∗)) � d(y∗, yn) + d(yn, F (xn)) +H(F (xn), F (x∗)) �

� d(y∗, yn) + ad(G(xn), G(x∗)) � d(y∗, yn) + ad(yn−1, y∗),

��	� d(y∗, F (x∗)) � d(y∗, yn) + ad(yn−1, y∗)�
J�
� �
� ��!	� (xn, x∗) � ��
�	�� ��
���	 (fz2)1 ��

d(y∗, F (x∗)) � d(y∗, yn) + d(yn, F (xn)) +H(F (xn), F (x∗)) �

� d(y∗, yn) + bd(G(xn), F (xn)) + bd(G(x∗), F (x∗)) � d(y∗, yn) + bd(yn−1, yn) + bd(y∗, F (x∗)),

��	� d(y∗, F (x∗)) �
1

1−b [d(y∗, yn) + bd(yn−1, yn)]�

�� ���� ��	
��	���� �

������ � �



�	 ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

J�
� �
� ��!	� (xn, x∗) � ��
�	�� ��
���	 (fz3)1 �� 
�

���!�� ��	� ���	��

d(y∗, F (x∗)) � d(y∗, yn) + cd(G(xn), F (x∗)) + cd(G(x∗), F (xn)) �

� d(y∗, yn) + cd(yn−1, F (x∗)) + cd(y∗, yn) � d(y∗, yn) + cd(y∗, yn−1) + cd(y∗, F (x∗)) + cd(y∗, yn),

��	� d(y∗, F (x∗)) �
1

1−c [(1 + c)d(y∗, yn) + cd(y∗, yn−1)]�

=
��� ���
)��1 ���
�	�
��
 �
	��$�
� ���
� ��	��
; 0 � d(y∗, F (x∗)) � µ(n)1 ��	

µ(n) = max{d(y∗, yn)+ad(yn−1, y∗),
1

1− b
[d(y∗, yn)+ bd(yn−1, yn)],

1

1− c
[(1+ c)d(y∗, yn)+ cd(y∗, yn−1)]}

���	����� � ��
$ ��� n → ∞� L�� �)�
!
	�1 !�� �� ��	# ��	# �
�!
�# ���
�	�
��� ��
$!	��	
y∗ ∈ F (x∗)� ?
	���
�	
���1 x∗ ∈ Coin(F,G)1 � y∗ ∈ F (x∗) ∩ G(x∗) � ���		 )�
!	��	 �����
*	���
F,G � ��!�	 x∗� ✷

��$�>�!�� "� '���� � ��
����# �	��	� 6 ���
) �����
*	��� F (x) ����
��� �
� 
$����
x ∈ X� =���
 �	��	�
 6 �	��
 ��� q = 11 �����
��� �
� �
*��� ��!�� yn ∈ F (xn) � ����
�����
���*	���	 F (xn+1) ���	����	� ��!�
 yn+11 �
�*
�2
� � yn1 ��	� d(yn, yn+1) = d(yn, F (xn+1)) �

H(F (xn), F (xn+1))�
?�
���� �	�	�� �	��	�� 6 � �	��	��� ��
��� %�*�!�� "� ���	��� � �
����� �� ���	��� 6 
2���3�)�%/&)��� '���� Y = X,G = IdX , F : X → CB(X) � �
� �����
*	��� F � ��
�	� 

��	 ��
���� �	��	� � � �	���!	���� ������
����	 (X, d)� C
�	���1 !�� � 0��� ����
���
��
���	 (z̃1) H(F (x), F (y)) � ad(x, y) ����
�
	� � ��
���	�

(fz1) H(F (x), F (y)) � ad(G(x), G(y));

��
���	 (z̃2) H(F (x), F (y)) � b[d(x, F (x)) + d(y, F (y))] ����
�
	� � ��
���	�

(fz2) H(F (x), F (y)) � b[d(G(x), F (x)) + d(G(y), F (y))];

��
���	 (z̃3) H(F (x), F (y)) � c[d(x, F (y)) + d(y, F (x))] ����
�
	� � ��
���	�

(fz3) H(F (x), F (y)) � c[d(G(x), F (y)) + d(G(y), F (x))].

����
���	
���	 ��
���	 d(x, y) � γd(G(x), G(y)) �
� γ � 1 � ��	# x, y ∈ X1 ��	�
�*	���	 �
�	��	�	 61 ��	��
�
	��� � �
���� �
�!
	 � �!	�����	 �	�
�	����� d(x, y) � γd(x, y)�

3��	��� �
�*	1 !�� � �
���� ����
��� ��
��� Graph(G) = Graph(IdX) ��*�	���	����� ����(
�
*	��� 	��� ��
���

� ∆ := {(x, y) ∈ X × X|y = x} � ������ ����)�	�	��� X × X � ��
�	���
)
����� � ������*	������ ��
���	 F (X) ⊆ G(X) ��	��
�
	��� � �!	�����	 ��
$!	��	 F (X) ⊆ X�
+�
�1 �) ��
���� �	��	� � �
	��$� ��	 ��
���� �	��	� 6 � ����
���� ����
���� ✷

=	�	�� ��
���� �	��	� 6 � � � ��������� �����
 ��
	� �����)�
!� # (α, β)(������� # ����(
����

��1 0 � β < α� &	) ���
��!	��� �������� 5��� �	��#�������� )
�	��� �	����� �
 0����
(


	����$7 ��*�� �!��
��1 !�� α = 1, 0 � λ = β
α = β < 1. 8
������ �	��#���� 	 ���	�	
	��� �

�����
������ 0���� �������
 5��� .:4�G℄1 
 �
�*	 .��1 �E℄7�
�-�� �%�!�� 4�'���� �
 �	���!	���� ������
����	 (X, d) )
�
� �	�����
�	
�� � �����)�
!(

� � ��������

 ϕ : X ⇒ R+� �������1 !�� ��
��� Graph(ϕ) ��������


 ϕ ��
�	��� {0}'��
���1
	�
� 
$�
� ����
�	��

��
� ���
	���
�	
������ {(xn, tn)}n∈N 	�� 0
	�	����1 ��	 tn → 01 �#������
� ��		� ��	�	
 (ξ, 0) ∈ Graph(ϕ)�

�������1 !�� ��
��� Graph(ϕ) ��
�	��� {0}'���������1 	�
� ��	 	�� ��	�	
�� 	 ��!�� ���

(ξ, 0) ����
�
	*
� 0���� ��
�����

�����$� ? 5� ��
�# (1, λ)(���������� ��������


1 ��� .:4��℄7� ����� �� ���	�
����� �	�'
��	������ (X, d) ����� ����	�����
���� ��������
��� ���������
 ϕ : X ⇒ R+ ����� ����'
�����
 ϕ ��
����� (1, λ)'���������� � � �
� ������	��� 
��
� λ, 0 � λ < 1, �
� 
���� ��
��
x ∈ X � 
����� ���
���� t ∈ ϕ(x) ��1������� ����� ��
�� x′ ∈ X � ����� ���
���� t′ ∈ ϕ(x′)�

�� d(x, x′) � t� t′ � λt ������ �	��� ����� 
��� �	���� Graph(ϕ) ���������
� ϕ ��
�����
{0}'��
���� 
��� �	���	������ (X, d) ��
�� � �	���� Graph(ϕ) ��
����� {0}'��������� �����
��
���� �� 
���� ��	� (x0, t0) ∈ Graph(ϕ) ����� ����	���� ���
�������
������ {xn}n=0,1,...�

�(���1���� � ������	�� ��
�� ξ ∈ X� ������ 
�� 0 ∈ ϕ(ξ) � ��	�� ��	�������� d(x0, ξ) �
t0

1− λ
 



������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � ��

'��
*	�1 !�� �	��	� � � 6 ��	���
�
�$� !
��� 	 �
�!
� �	��	� �� 8	������ �
 �� !��1 �
�
���
���
	�� � 2	1 �	��	�
 � �
	��	� �) �	��	� 61 �
� ��
�2	� ������� ����	�	� �
� 0��# �	��	�
��
��	��	 � �	��	��� � �	)
�������

��� %�*�!�� ,� ���	��� � ��
����� �
�������� ���	��� � 
2���3�)�%/&)��� '���� � ��
�	� ��	 ��
���� �	��	� �� �
�������� �
 ���
)	 F (X) �����(

)�
!� � ��������

 ϕ(y) := {d(y, y′)|y′ ∈ F (y)} 5���	�	
	�� � �
 ��	� ������
����	 X7� '��
*	�1
!�� �) ��
���� �	��	� � �
� �����
*	��� F �
	��$� ��
���� �	��	� � �
� ��������


 ϕ� - �
(
��� �	
	1 �) ��
���� � ���
)
�	
����
 �	��	� � �
	��	�1 !�� �
� 
$��� ��!�� (y, t) ∈ Graph(ϕ)1
��	 t = d(y, y′) �
� �	�������� y′ ∈ F (y)1 ���	����	� �
��� 0
	�	�� (y′, t′) ∈ Graph(ϕ)1 !�� �
����(
���	 d(y, y′) � t 5�
���!	��� ��� �
�� 71 �1 ����	 ����1 ���	����	� ��!�
 y′′ ∈ F (y′)1 �
� �������
t′ = d(y′, y′′) � αd(y, y′) = αt� ?
	���
�	
���1 ��������

 ϕ ��
�	��� (1, α)(������� ��

'���� )
�
�
 ����)��
��
� ����
�	��

��
� 5� �	����	D : (X×R+)
2 → R+1D((y, t), (y′, t′)) :=

d(y, y′) + |t − t′|7 ���
	���
�	
������ {(yn, tn)}n=1,2,... ∈ Graph(ϕ)1 ��	 yn ∈ F (X), tn → 0� =���
 ��(
�
	���
�	
������ {yn} �#������ � ��
��� ������
����	 X� '���� yn → y∗ ∈ X� �
�������� ��!��
(y∗, 0) ∈ X × R+ � ���
*	�1 !�� ��
 ����
�
	*�� ��
���� Graph(ϕ) � y∗ ∈ F (y∗)� 3�	��� �
����(
���	 d(y∗, F (y∗))� '���� � ��
� ��!�� y′n ∈ F (yn), n = 1, 2, . . .1 �
��	1 !�� d(yn, y

′

n) = tn� =
� �
�
tn → 01 �� �!	�����1 !�� ���
	���
�	
������ {y′n} �
�*	 �#������ � y∗� =���


d(y∗, F (y∗)) � d(y∗, y
′

n) + d(y′n, F (y∗)) � d(y∗, y
′

n) +H(F (yn), F (y∗)).

'� ��
����� �	��	� � 	�
� �
� �
� ��!	� (yn, y∗) � ��
�	�� ��
���	 (z̃1)1 ��

d(y∗, F (y∗)) � d(y∗, y
′

n) + ad(yn, y∗);

	�
� �
� ��!	� (yn, y∗) � ��
�	�� ��
���	 (z̃2)1 ��

d(y∗, F (y∗)) � d(y∗, y
′

n) + b[d(yn, F (yn)) + d(y∗, F (y∗))] � d(y∗, y
′

n) + b[d(yn, y
′

n) + d(y∗, F (y∗))],

�����
 ��
�!
	� d(y∗, F (y∗)) �
1

1−b [d(y∗, y
′

n) + bd(yn, y
′

n)], �1 �
���	�1 	�
� �
� (yn, y∗) � ��
�	��

��
���	 (z̃3)1 ��

d(y∗, F (y∗)) � d(y∗, y
′

n)+c[d(yn, F (y∗))+d(y∗, F (yn))] � d(y∗, y
′

n)+c[d(yn, y∗)+d(y∗, F (y∗))+d(y∗, y
′

n)],

�����
 )
�
$!
	�1 !�� d(y∗, F (y∗)) �
1

1−c [d(y∗, y
′

n) + cd(yn, y∗) + cd(y∗, y
′

n)]� 3�D	����� �	�
�	����
1

��
�!
	� ����$ �
� ��	# ��	# �
�!
	� ��	���; d(y∗, F (y∗) � η(n)1 ��	

η(n) = max{d(y∗, y
′

n) + ad(yn, y∗),
1

1− b
[d(y∗, y

′

n) + bd(yn, y
′

n)],
1

1− c
[d(y∗, y

′

n) + cd(yn, y∗) + cd(y∗, y
′

n)]}

���	����� � ��
$ ��� n → ∞� 3��$�
 ����1 !�� d(y∗, F (y∗)) = 0� S �
� �
� ���*	���� F (y∗)
)
������1 �� y∗ ∈ F (y∗)1 ��	� 0 ∈ ϕ(y∗)1 �1 �
	���
�	
���1 ��
��� Graph(ϕ) �
 �	���!	���� ���(
���
����	 (F (X), d) ��
�	��� {0}(��
� �� +�
�1 � ��
�	� ��	 ��
���� �	��	� �� h���1 !�� ��
�
��������


 ϕ1 ��	� �
��	 ��!�� ξ ∈ F (X)1 !�� 0 ∈ ϕ(ξ)1 ��
�$��� �	�����*� �� ��!�
�� F � ✷

�
�������� �	�	�� ������ � ���)� �	��	� 6 � �	��	��� �� - ����	���1 !�� �	��� �
	��$�		
��� %�*�!�� 1� ���	��� 6 ��
����� �
�������� ���	��� � 
2���3�)�%/&)��� '���� � ��
�	� ��	 ��
���� �	��	� 6� �
�������� �����)�
!� � ����(

����

 Ψ : F (X) ⇒ R+� C
�
��� 	�� �
	��$��� ���
)��; �
� 
$���� 0
	�	��
 y ∈ F (X) ��
�*��

Ψ(y) := {d(y, y′)|y′ ∈ F (G−1(y))}.

- ��� �����	����� )�
!	��� t = d(y, y′) ∈ Ψ(y) �)�
!
	� � ��� �����	���� ��!�� y′1 ����
	���(
��$�	� ��
)
�� � ��
������ =� 	��� �
� 
$���� y ∈ F (X) � �
� 
$���� t ∈ Ψ(y) ���	����	�
��!�
 y′1 �
�
�1 !�� d(y, y′) � t� �

		1 �) ���
)
�	
����
 �	��	� 6 �
	��	�1 !�� � ��
� �	�
�	�(
���
 5�7 ���	����	� �
�
� ��!�
 y′′ ∈ F (G−1(y′))1 !�� t′ = d(y′, y′′) � αd(y, y′) = αt. +�
�1 ���(
��)�
!� � ��������

 Ψ ��
�	��� (1, α)(������� �� '��
*	�1 !�� 	�� ��
��� �
 F (X) ��
�	���
{0}(��
� �� '���� )
�
�
 ����)��
��
� ����
�	��

��
� 5�� �	����	 D : (Y × R+)

2 → R+1 ��	
D((y, t), (y′, t′)) := d(y, y′) + |t − t′|7 ���
	���
�	
������ 	�� 0
	�	���� {(yn, tn)}1 ��	 tn → 0� =���

���
	���
�	
������ {yn} �#������ � ��
��� ������
����	 Y � '���� yn → y∗ ∈ Y �

�� ���� ��	
��	���� �

������ � �



�
 ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

- �	�	� �	�	�� �
� 
$���� n ∈ N �
��$ ��!�� y′n ∈ F (G−1(yn))1 !�� tn = d(yn, y
′

n)� =���
 �
�
�
� tn → 01 �� �!	�����1 !�� y′n → y∗.����	 ����1 �
� �
*���� n ∈ N ���	����	� ��!�
 xn ∈ G−1(yn)1
�
�
�1 !�� y′n ∈ F (xn)� =���
 yn ∈ G(xn)� '��
*	�1 !�� {xn} �#������� �	������	
���1 �� ��
���$
�	��	� 6 ρ(xn, xm) � γd(G(xn), G(xm)) � γd(yn, ym)� =
��� ���
)��1 {xn} � ����
�	��

��
�
� ��
��� ������
����	 X1 �
	���
�	
���1 �#������ � �	�������� 0
	�	��� x∗� '����
��� (xn, yn)
����
�
	*�� Graph(G)1 
 �� )
����� �� ��
���$ �	��	� 61 �� (x∗, y∗) ����
�
	*�� Graph(G)1 

0�� )�
!��1 !�� y∗ ∈ G(x∗)1 ��	� x∗ ∈ G−1(y∗)�

'��
*	�1 !�� y∗ ∈ F (x∗)1 �����
��� ����
 y∗ ∈ F (G−1(y∗))1 ��	� 0 ∈ Ψ(y∗) �
� (y∗, 0) ∈ Graph(Ψ)�
L�� ���	� �)�
!
��1 !�� Graph(Ψ) ��
�	��� {0}(��
� ��

+�
�1 ��	��� �
�������	 d(y∗, F (x∗))� +) ��
���� � ���
)
�	
����
 �	��	� 6 � �	�
$� �
	��(
$��	 ��	���;

d(y∗, F (x∗)) � d(y∗, y
′

n) + d(y′n, F (x∗)) � d(y∗, y
′

n) +H(F (xn), F (x∗)).

'� ��
����� �	��	� 6 	�
� �
� �
� ��!	� (xn, x∗) � ��
�	�� ��
���	 (fz1)1 ��

d(y∗, F (x∗)) � d(y∗, y
′

n) + ad(G(xn), G(x∗)) � d(y∗, y
′

n) + ad(yn, y∗),

�����
 d(y∗, F (x∗)) � d(y∗, y
′

n) + ad(yn, y∗)"
	�
� �
� ��!	� (xn, x∗) � ��
�	�� ��
���	 (fz2)1 ��

d(y∗, F (x∗)) � d(y∗, y
′

n) + b[d(G(xn), F (xn)) + d(G(x∗), F (x∗))] �

� d(y∗, y
′

n) + b[d(yn, y
′

n) + d(y∗, F (x∗))],

�����
 d(y∗, F (x∗)) �
1

1−b [d(y∗, y
′

n) + bd(yn, y
′

n)],

�1 �
���	�1 	�
� �
� (xn, x∗) � ��
�	�� ��
���	 (fz3)1 ��

d(y∗, F (x∗)) � d(y∗, y
′

n) + c[d(G(xn), F (x∗)) + d(G(x∗), F (xn))] �

� d(y∗, y
′

n) + c[d(yn, y∗) + d(y∗, F (x∗)) + d(y∗, y
′

n)],

�����
 d(y∗, F (x∗)) �
1

1−c [(1 + c)d(y∗, y
′

n) + cd(yn, y∗)]�

3�D	����� �	�
�	����
1 ��
�!
	� ����$ �
� ��	# ��	# �
�!
	� ��	���; d(y∗, F (x∗)) � δ(n)1 ��	

δ(n) = max{d(y∗, y
′

n) + ad(yn, y∗),
1

1− b
[d(y∗, y

′

n) + bd(yn, y
′

n)],
1

1− c
[(1 + c)d(y∗, y

′

n) + cd(yn, y∗)]}

���	����� � ��
$ ��� n → ∞� 3��$�
 ����1 !�� d(y∗, F (x∗)) = 0� '����
��� ���
) F (x∗) )
�����
�� ��
����� �	��	� 61 �� y∗ ∈ F (x∗)�

+�
�1 � ��
�	� ��	 ��
���� �	��	� �� h���1 !�� ��
� ��������


 Ψ1 ��	� ��!�� ξ1 �
�
����� # 0 ∈ Ψ(ξ)1 ����
	�����$� ��
���$ ξ ∈ F (G−1(ξ))1 
 )�
!��1 ���	����	� ��!�
 z ∈ G−1(ξ)1
�
� ������� ξ ∈ F (z) ∩G(z)1 ��	� z ∈ Coin(F,G)� ✷

��$�>�!�� ,� 8	������ ���	��1 !�� � ����
���1 ����
 X = Y,G = IdX , F : X ⇒ X �1 �
	(
���
�	
���1 F (G−1) = F 1 ��
���� �	��	� 6 ��	��
�
$��� � ��
���� �	��	� � � ���
)
�	
�����
��	�
�*	��� � �������	� ���
)
�	
����� ��	�
�*	��� E1 � !
������� ��������

 Ψ ��	��
�
	���
� ��������

 ϕ�

3����� 	 �	)�
��
� �
�����	� �
��� 
��������
� � .��℄�

BCDBEF GDHI�KH��L

<� P Q"�
�
R S� l&U)4 .*&1% %3)*/)'$ &1 ')%/&
 $.(
)$ DD b/
3� e(%3� pX($)-s� <A]>� ��� >A>L>AB�
>� 1 C 
. /� Z,/ -)$ *.)/(%&*1$ 4(1$ -)$ )1$)'6-)$ (6$%/(&%$ )% -),/ (..-&
(%&*1 (,U )u,(%&*1$ &1%)0/(-)$ DD l,14�

e(%3� <A>>� �� <NNL<B<�
N� � CC C 0� Z*') /)$,-%$ *1 mU)4 .*&1%$ DD X,--� d(-
,%%( e(%3� Z*
� <AKB� ��� ]<L]K�
M� T. @@
�U
 /��� l&U)4".*&1% %3)*/)'$ DD d�/� b
(4� 6,-0(/) $
&� <A]>� �	� ]>]L]NC�
I� M �!
� /�1� e,-%&"9(-,)4 
*1%/(
%&*1 '(..&10$ DD V*%&
)$ b')/� e(%3� Z*
� <AK]� ��� ANC�
K� M �!
� /�1� e,-%&"9(-,)4 
*1%/(
%&*1 '(..&10$ DD v(
&+� c� e(%3� <AKA� ��� M]ILMBB�
]� M
 QQ C

 ��) � 
>V. � $� l&U)4 .*&1% %3)*/)'$ *+ ',-%&"9(-,)4 W('m/)$
, '(..&10$ DD c� e(%3� g)$�

>C<C� �� V >� <ICL<IK�



������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � ��

B� 6	8��-	 W��� P ������Q���� 
 
��
�� ���������� � ����� �������Q��� 
��
�� ������ �
����Q����
��
�����
�� ����
����
� DD =�
��� ����

�� >CCA� �
� J <� <<CL<>I pE�Q
CV� S�M� b../*U&'(%&*1 *+

*&1
&4)1
) .*&1%$ (14 
*''*1 mU)4 .*&1%$ *+ ( 
*--)
%&*1 *+ '(..&10$ *+ ')%/&
 $.(
)$ DD e(%3� V*%)$� >CCA�
�
� V <� <C]L<>Cs�

A� 6	8��-	 W��� O ������ 
��
������ ����
� ���Q��
�� ���������� ������ ������������ �
����Q���� DD
=�
��� ����

�� >CCA� �
� J >� NCMLNCA pE�Q
CV� S� M� d($
(4) $)(/
3 *+ %3) 
*&1
&4)1
) $)% *+ 
*--)
%&*1$
*+ ',-%&9(-,)4 '(..&10$ DD e(%3� V*%)$� >CCA� �
� V <L>� >]KL>B<s�

<C� E�Q
CV� S�M� d($
(4) $)(/
3 ./&1
&.-) (14 &%$ (..-&
(%&*1$ %* %3) 
*&1
&4)1
) ./*6-)' *+ n *1)"9(-,)4 */
',-%&"9(-,)4 '(..&10$ DD 7*.*-� (14 &%$ b..-� >C<C� �	�� ]KCL]]N�

<<� 6	8��-	 W��� �������Q��� 
��
� � ���������� ������
� �
����Q���� ������������� ���Q��
� � ��
�"

���� ��
�����
�� �����
��� DD E��� �F�� G��� ��
��� >C<A� ��� J <� <KBL<A<�

<>� E�Q
CV� S�M� l,1
%&*1(-$ $%/&
%-T $,6t)
%)4 %* 
*19)/0)1% $)/&)$ (14 $)(/
3 +*/ $&10,-(/&%&)$ *+ '(..&10$ DD
c� l&U)4 v*&1% 73)*/T (14 b..-� >C<N� ��� ><LMC p:ki? <C�<CC]D$<<]BM"C<M"C<II"Ks�

<N� X
&
�Y� Z���) 6	8��-	 W��� G��������� ����� � ������
�� ������������ ���
	������� � �����Q����

 
����� �������Q��� 
���
 � ���������� DD !�
�� �F�� G��� ��
���� �������
�
� � ���	� ���� >C>C�
���� <NL<]�

'������

 � �	�
���$
�:�G6�EG�<

�� ���� ��	
��	���� �

������ � �



�� ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

����	���

��� ��E��<�1 ������G��

����2 ��������� ���;��	< �������� ����2��
��
����	 � �����	�� ���;	�

@��� ��0.�!�� �� �� � �%���

j ����
� ������
�����
�� ��
�� ��������� �������� ����_������ �����
� 
����"
�
� � �����Q���� 
 ������� ������
� �����_����� j ������� ���

�
� �����Q���� ��"

���� ��������� f�����
�� ���� ����� ��������
�� ��
��� � 
������"���
������ ���
"
���
�� ������������� ����������� �� �����	�� E� ���������
��� ����� ������� ����"
��
���� �����
�� ����
�
� ����� �����
� ��� ���������� ���
�
���� ����_�� 
�����
�
����������� ��_���� � 
��
�� �����
�� ��������� �
 �����	�� j ������
� 
����� p��"
��� ��� ���������
� ������� ���� �����������s 
�����
�� 
�
 ��Q�� 
����� �����
�
��������� �����Q���� � �
���
���
� 
���� 
������� �
� �������
 
 �����������
� ����"
_���� �����
� 
�����
� ������������ ��������� ��
����� a�
������ �
� �������������
���������� ��
��� ����_������ �����
� �����������
� ����������� �� �����	�� ����"
�������� � ����
�� �����
����� ����������
 
�����
� ���������� ����� ����������� �
�����Q���� � �
���
���
� �����	 
������ ���
�� �����
��

�������� ��	�
� ������
� �����_����� 
������� 
�f���	���
� ��
��������
� ��"
���Q����� ��
�� ��������� ���������

i1 %3&$ .(.)/� %3) 4&$.-(
)')1% 4&$
*1%&1,&%T ')%3*4 *+ 3&03)/ */4)/ *+ (

,/(
T (14
&%$ (..-&
(%&*1 %* %3) ./*6-)'$ *+ +/(
%,/) ')
3(1&
$ (/) 
*1$&4)/)4� i1 
*''*1 ./(
%&
)
*+ (..-&
(%&*1 *+ 6*,14(/T )-)')1% ')%3*4$� %3) ')%3*4$ 8&%3 $%). +,1
%&*1 *+ 6*,14(/T
4&$.-(
)')1% (/) *+%)1 ,$)4� 73)&/ (49(1%(0) &$ %3) $&'.-&
&%T *+ &%$ 
(-
,-(%&*1 $
3)') 8&%3 (
/(%3)/ 0**4 (

,/(
T *+ $*-,%&*1 (% %3) .*&1%$ *+ /)0&*1 83&
3 (/) /)'*%) +/*' %3) 6*,14(/T� i1
%3) ')
3(1&
$ *+ 
/(
r$ p-&1)$ */ $,/+(
)$ *+ 4&$.-(
)')1% 4&$
*1%&1,&%Ts� &% &$ /)u,&/)4 %* 4)$
/&6)
%3) 6)3(9&*/ *+ $%/)$$)$ 1)(/ %3) 
/(
r )40)$ ($ (

,/(%)-T ($ .*$$&6-)� 73)$) /)u,&/)')1%$ '(r)
&% 1)
)$$(/T %* &'./*9) %3) (

,/(
T *+ 1,')/&
(- ')%3*4$ &1 ,$)� i1 %3&$ .(.)/ $,
3 ')%3*4$ (/)
./*.*$)4� i% &$ $3*81 %3(% %3) ')%3*4$ *+ 3&03)/ */4)/ *+ 
*1%&1,&%T *+ 6*,14(/T 4&$.-(
)')1%
&'.-)')1%)4 6T *,/ ./*0/('' &1
/)($) %3) (

,/(
T *+ 
(-
,-(%&*1 *+ 4&$.-(
)')1% (14 $%/)$$
m)-4$ 1)(/ %3) 6*,14(/T 8&%3&1 %3) /)0&*1�

�
� ������ +/(
%,/) ')
3(1&
$� 
/(
r$� $%/)$$ &1%)1$&%T +(
%*/$� 4&$.-(
)')1% 4&$
*1%&1,&%T
')%3*4�

"� ��� �!��� -
*� � �
)�	
�� 
��	���� �	#
���� �
)��2	��� ��
�	��� �	#
���
 ��	���
� ������� ��	�	 .�4:℄� =�	��� ���	
���$��� �
)� ��� ��
� �	�	�	�	��� � � ��*�	���� !
���
��

��� 5�
� ����	�� # )
�
! � 0�� ������������ ����
�1 �
� ��	#�	�� # )
�
! � 0�� ������(
������ ���	�#�����7� '�� ���#��	 � �	�	�
� ��	��� � �
)� # ������ �	�	�	�	��� ������
$�
��
�!� 	 ���� �� ����
 )�
!	���� 8
 ��
�# ��	��� �
���*	��� ��	$� ����	������ � ��� �	�(
���	!� � '����
��� � �	

�� # �
�	��


# ���	�����
��	 �	����	!� # �
���*	��� �	��)��*��1
� ���	������� ��
	� ��	��� ��)���
	� ��

��� �	���
��� # �

���!	���# �	����
���� =	� �	
�	�		 � �	# �
�!
�#1 ����
 �
)�	� �
���� ��

��� �

 �� ��
��	��$ � �
)�	�
�� �
��� ��	(
��� 1 ���
)
�
 ����	������� ����	��	� ����
 ��	��� �
 �����	 
�

�)
 ��
�!	����� ��������
�	2	��� .�4:℄� C
�
!� �	#
���� ��	��� ��	$� ���$ ��	������; �
*�	�2��� #
�
��	������
�� �	(
2	���1 ���
	*
���� ���	�	
	��$1 ��
�$��� ��0�����	�� ���	��������� �
���*	���1 ����� 	
���� �
$� ����	������ ���	�	��� �
���*	��� � ���	������� ��
��� ��	��� � L�� �
�

� �
	�

� 5	6%�0 1���(�0�� 
�(��:�	�� � ������ ��	
��
�
 �
��� ����
 �
�
 b
	���� � �������� ���
���� ���
��
�
 ���

���� b�
 �
��
 ����
 D�Ke ��
 K
K
 W�
b���
���
 �KO� !�"#$%& c.5#5(#�+#"*%!+
+)


� @����	 1�.�
 $��%��	�� � ����
 �
�
 b
	���� � �������� ���
���� ���
��
�
 ���
 ���� !�"#$%& )7#%!05�$6*-Z
+)

;�<�,�3 4� A�3� � ��*��B ��
� � 1-
0-+ -2 3(45$
#% #67 8#0(!"#0$
#% 9
$!6
!5� 3+-2!55-+� :-"-6-5-. 8-5
-; 90#0!

<6$.!+5$04� =#
)%04 -2 8!
(#6$
5 #67 8#0(!"#0$
5� ?(#$+ -2 f#.! #67 d#5 146#"$
5� 3+$6
$@#% g!5!#+
(!+� 8!
(#6$
#%
\6M$6!!+$6M g!5!#+
( h650$0)0! -2 0(! g)55$#6 A
#7!"4 -2 9
$!6
!5


C����� 4�2 � + �,  ��
� � 90)7!60� :-"-6-5-. 8-5
-; 90#0! <6$.!+5$04� =#
)%04 -2 8!
(#6$
5 #67 8#0(!"#0$
5� ?(#$+
-2 f#.! #67 d#5 146#"$
5




������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � ��

*	����	 ��	���
��� �
 ��!����� !��
	�� # �	2	��� � ���	������� ��	��� � ? ������ ��������
L-, �	��� !��
	����� �	2	��� )
�
! �	#
���� ��	��� ��

� 
������ �
)���
���� .<4�E℄�

3���� �) !��
	�� # �	����� �	2	��� )
�
! �	#
���� ��	��� ��
�	��� �	��� �
)� �� # ��	(
�	���1 ������� �������� �
�*�� ��	���
�
	��	 �	2	��� ��
��	��� �
����	��� � ����	 �����
��(
� # ���	��

�� � �	�)�	����� ������� �
�������$ 5�
)� � �	�	�	�	��� ���
� �
)�	)
7� - �
(
�����	� �
���	 ��	�
�*	� �	��� �
)� �� # ��	�	��� � ��� 2	�� �� ��	���
����� � �
�������
�
���	�	
	��� �
)� �
 �	�	�	�	��� �
 ��
���	� L��	��������� �	���
 ���
)
�
 ���	� ��
��	���
� ��!� �� 
�

���!	����� �	2	������

,� ��&)�!���� 3� �>�� 5�3�&!'� ��8�!�0 $�)� � ��3�'�!'( &$�A�!�+� �
��������
�
����$ )
�
!� �	���� ��������� �
� �	)��
��!��� ��

���1 ��

�
	���� ����	��� ��	���� - �
�(
!
	 �
����� )
�
!� ��	��� ���	
���$��� ������������� ���� ��1 �
 ����� # �	���� �
)� �
��
	 �	�	�	�	��� u(x, y)� �����
� �
������� �
#������ ��� �	�����	� ��
����	2	�� # �
���)��1
���
�*	�� # �
 �	����	!������ +# #
�
��	��)�	� )
�
�� � �������� � �	�)�� �
���*	��� σ∞�
?!��
	�1 !�� �	�	�
 ��	��� ������� �� �
���)��1 ��	� �	���� �
���*	��� �
 �	�#�	� � ��*�	�
�	�	�
# ��	��� �
�	� ��
$; σ±

n = 0� 3��		 �	2	��	 )
�
!� ��*�� ��	���
���� � ���	 ���� ���#
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��� .��℄;

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

= 0,
∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

= 0, ∆(σxx + σyy) = 0. (1)
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�� ��
����
4,��#	
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�;

σxx + σyy = 2(φ′(z) + φ′(z)),

σyy − σxx + 2iσxy = 2(zφ′′(z) + ψ′(z)),
(2)

��	 φ(z)1 ψ(z) � ��
������ 	 ������� �	�	�	���� z = x + iy1 �	�#��� !	��
 �)�
!
	� ��	�
��$
����
	������ �����*	���� '�� 0��� �	�	�	�	��� � �
*
$��� � �
	��$�	� ����	;

2µ(ux + iuy) = kφ(z) − zφ′(z)− ψ(z), (3)

��	 µ = E
2(1+ν) � ����
� �����
" k = 3 − 4ν �
� ��������� �
����� �	����
���1 k = 3−ν
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C
�
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 j
y = 0; |x| < h : [uy] = Dy(x); σxy = 0. (4)

C
�
!
 jj
y = 0; |x| < h : [ux] = Dx(x); σyy = 0. (5)
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φ′(z) =
1

2
T ′(z), ψ′(z) = −

z

2
T ′′(z), ψ(z) = −

1

2
zT ′(z) +

1

2
T (z). (6)
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σxx = ReT ′(z)− y ImT ′′(z), σxy = −yReT ′′(z), σyy = ReT ′(z) + y ImT ′′(z),

2µux = (1− 2ν)ReT (z)− y ImT ′(z), 2µuy = 2(1− ν) ImT (z)− yReT ′(z).
(7)

-����	 ��
��!��	 ��
���	 � 567 � ��
��	��� 
����
��!	���1 
 �	���	 �������� � �	2	��$
��
	��� )
�
!� �
� ������� T (z);

[ ImT (x)] =
µ

1− ν
Dy(x), |x| < h. (8)
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���!� 	 �
���*�	��� ����	�	� �
� ��
	��� )
�
!� jj� &��	� ���
�� ���	���

 � ���	

φ(z) = −
1

2
Q(z), ψ(z) = −

1

2
(zQ(z))′. (9)
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	 �
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)��;

σxx = 2ReQ′(z)− y ImQ′′(z), σxy = − ImQ′(z)− yReQ′′(z), σyy = y ImQ′′(z),

2µux = 2(1 − ν)ReQ(z)− y ImQ′(z), 2µuy = (1− 2ν) ImQ(z)− yReQ′(z).
(10)
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	���
)
�
!	 �
� ������� Q(z);

[ ReQ(x)] =
µ

1− ν
Dx(x), |x| < h. (11)
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	� # )
�
! 5:71 5��7 ��
�!
	��� � ����	 ���	��

�� ���
 ��2�;

T (z) =
µ

1− ν

1

2π

h
∫

−h

Dy(t)

t− z
dt, Q(z) =

µ

1− ν

1

2πi

h
∫

−h

Dx(t)

t− z
dt. (12)
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� ����
��!�� 2������� �

��
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� �����!
	���71 ��	�(
��
�
�$��# �
������� Dx(t)1 Dy(t) � ���	��


# 5�E71 0�� ���	��

 � !��
�$��� � 
�

���!	����
����	� 8
����	�1 �
� ��
��
��!��� �
������� Dy(t) = at2+ bt+ c ������� T (z) ���	� ��	�� �
	(
��$��� ���;

T (z) =
µ

2π(1 − ν)

[

2h(az + b) + (az2 + bz + c) ln
z − h

z + h

]

. (13)
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�
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�������1 ��		� �	��� ������� ������
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	��� � ��
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1 σyy = −p01 σxy = 0� L�
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�
!
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�

���!	���	

�	2	��	 5�
����	�1 � .��℄7� '���	�	� 
�

���!	���	 � �
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� ��	�	��� �	�	��� ��	��� 1
��	� u±y 1 y = 0±1 |x| < l;

|x| < l, uy(x, 0
±) = ±

p0(1− ν)

µ

√

l2 − x2 (14)

� �
� ������	�� �
���*	��� σyy(x, 0) �
 �����
*	��� ��	��� y = 01 x > l;

x > l, σyy(x, 0) = p0

(

x
√
x2 − l2

− 1

)

. (15)
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b-- $%)(4T '*%&*1$ *+ %3) $T$%)'� %3)&/ $%(6&-&%T 
*14&%&*1$ (14 6/(1
3&10 (/) +*,14� 73) /)$,-%$
(/) ./)$)1%)4 &1 %3) +*/' *+ 6&+,/
(%&*1(- 4&(0/('$�

�
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"� ��&)�!���� 3� �>�� �
�������� )
�
!� � ���*	��� ����	� ��	# ���)
�� # ��	�� #
�	
 � ���������� ��
���
������� ��
	� �
*��	 �) �	
 ��*	� ��
�
���� ��
��� ������ ����� �)
����# ��	�; �	���	 �	
� � ������ �	�����*��� �	����

� OZ1 �����	 � ������ ����)���

� Ox1
)
��	�
	���� �
 �	���� �	
	1 
 ��	��	 � ������ ��� Oz1 )
��	�
	���� �
 ������ �	
	 5��� Ox � Oz
�������

�� 7� '�	���
�*��1 !�� ��� Ox1 Oy1 Oz 5��� Oy �������

��
 �
������� Oxz7 � �

�� 	
��� ��	���� ������� �	

1 ���!	� ��� Oz � ��� ����	���� 0

������
 ��	���� ��	��	�� �	

 �
�
��!�� O1 ��	� ��� Ox1 Oy1 Oz � �

�� 	 ��� ��	���� � �
� ��	��	�� �	

1 #��� ��� Ox � Oy �	
���)
� *	���� � 0��� �	
���

,��	�� ��	���� �	����� �	

 �������	
��� ��� OZ ���)�
!�� !	�	) C11 
 ���	�� ��	����
������� � ��	��	�� �	
 �������	
��� ��	� Ox1 Oy1 Oz � !	�	) A21 B21 C2 � A31 B3 = A31 C3 �����	�(
���	���� '���� �	��� �
�� ������� � ��	��	�� �	

 
	*
� �
 ��� Oz � ��!�
# � �������
�
�� c2
� c3 �����	����	���1 
 m2 � m3 � �
�� 0��# �	
� '�
�*��	
���	 �
��
�
	��	 ��� Oz � ���
	�
�
�1 !�� m2c2 +m3c3 = ms > 0 5�
�!
� m2c2 +m3c3 = 0 �����

	� � � ��
��	 �	 �
���
����
	���7�

��
 �������
 �	�����1 ������� � ��	��	�� �	
 ������ ��	� OZ1 Ox � Oz ���)�
!�� !	�	) ϕ11
ϕ2 � ϕ3 �����	����	���� 3!	�����1 ��������
������	 ������
����� ����	� � ��	#�	�� � ��� T

3�
,� ����� �!!'+ -�)�!9��%� �
���
����
	�
� ����	�
 ������
	� ���	��

 0�	���� 5g �

�����	��	 ���������� �
�	���7;

H =
1

2

(

(B2 +A3) sin
2 ϕ2 + C2 cos

2 ϕ2 + C1

)

ϕ̇1
2 +

1

2
(A2 +A3)ϕ̇2

2 +
1

2
C3(ϕ̇3 + ϕ̇1 cosϕ2)

2 +

+mgs cosϕ2 = h
(1)

� ��
 ���
�!	���# ���	��


;

K =
(

(B2 +A3) sin
2 ϕ2 + C2 cos

2 ϕ2 +C1

)

ϕ̇1 + C3(ϕ̇3 + ϕ̇1 cosϕ2) cosϕ2 = k,

L = C3(ϕ̇3 + ϕ̇1 cosϕ2) = l.
(2)

'���	�	�� � ���	���

 Vk,l(ϕ2) ���	�	
�	��� �
� ������� ������� H �� ϕ̇11 ϕ̇21 ϕ̇3 �
 ���(
�����
�� # ������# K = k � L = l� L��� ������� ������
	��� ��� .�℄

ϕ̇1 =
k − l cosϕ2

J(ϕ2)
, ϕ̇2 = 0, ϕ̇3 =

(J(ϕ2) + C3 cos
2 ϕ2)l −C3k cosϕ2

C3J(ϕ2)
,

J(ϕ2) = (B2 +A3 + C1) + (C2 −B2 −A3) cos
2 ϕ2.

(3)

'����
�
�� )�
!	��� 5�7 � ������$ H 5�71 �
#����

Vk,l(ϕ2) = mgs cosϕ2 +
1

2

(k − l cosϕ2)
2

J(ϕ2)
+

1

2

l2

C3

.

�
�		 .�℄ � 
 �
������	� �
�!
� C2−B2−A3 < 01 #
�
��	�� � �
� )
�
!� � ���*	��� ��������

� �
��
����� ����	�	� �
�������� �	�	�� �
�!
� C2−B2−A3 > 01 ��

�
�1 !�� l �= 0 5�
�!
� l = 0 �
C2−B2−A3 = 0 �����

�� � � ��
��	 �	 �
���
����
$���7� C
�	���1 !�� 0��� �
�!
� ��)�!	���
�	

�)�	�; �����1 �
����	�1 �
��
 ������� �	

 ����	����!	�
 � ���# ��!�
# �
�� m2

2
�
*�
�1

�
���
�*	�� # �
 ��� Oy �� �
)� 	 ������ �� ��!�� O �
 �
�������� d > 0 �� 0��� ��!��1 ����

C2 = m2d

21 B2 = 0 � C2 −B2 −A3 = m2d
2 −A3 ��*	� ������
�� ��
�*��	
�� 	 )�
!	����

-�	�	� �
	��$��	 ���)�
!	���;

x = cosϕ2 ∈ [−1; 1], a =
k

l
∈ R, b = (A3 +B2 + C1)(C2 −B2 −A3)

−1 > 0,

p =
l2

r2
> 0 (r2 = mgs(C2 −B2 −A3)), Vk,l(ϕ2) = mgsf(x) + 
lm`n, f(x) = x+

1

2
p
(x− a)2

x2 + b
.

(4)
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!
 �����
 ��
����
�� # ���*	��� ����	� � ���
	���
��� �# �����!���(
��� � �	��
	��� �������� � )
�
!	 
�

�)
 �����!	���# ��!	� ������� f(x) �
 ���	)�	 [−1, 1]�

1� ���)���%/!'� ���A�!�0 � �( �&)�+>���&)/� 3!	�����1 x = −1 (ϕ2 = π) � x = 1
(ϕ2 = 0) � �����!	���	 ��!�� ������� f(x) 5����	�	����� ���	���


 Vk,l(ϕ2)7� L��� ��!�
� ��(
���	�����$� ��
����
�� 	 ���*	��� ����	� 1 �
��	1 !�� �	���	 �	
� �
����	��� ��
�
	��� ������
�	����

� OZ1 �����	 �	
� �	�����*�� �������	
��� �	�����1 ���!	� 	�� ��� Oz �	����

��
1 

��	��	 �	
� �
����	��� ��
�
	��� ������ �	����

��� �
���
�*	���� ��� ����	���� Oz 5��� 5�77�
'�� 0��� �	��� �
�� )
���
	� �
���)2		 ��
�*	��	 ��� x = −1 � �
�� �2		 ��� x = 1� �

		
���	� �
) �
�� 0�� ��
����
�� 	 ���*	��� �	����

�� �� ��
�	������ �����!�� 	 5�	�����(
!�� 	7 ��
����
�� 	 ���*	��� �����	�����$� ��!�
� �������
 5�
������
7 ������� f(x) .E℄�
3!	�����1 f(−1) = min (f(−1) = max)1 	�
� f ′(−1) > 0 (f(−1) < 0)1 
 f(1) = min (f(1) = max)1
	�
� f ′(1) < 0 (f(1) > 0)� C�	��

f ′(x) =
df

dx
= 1 + p

(x− a)(ax+ b)

(b+ x2)2
, f ′(−1) = 1− p

(a+ 1)(b− a)

(b+ 1)2
, f ′(1) = 1− p

(a− 1)(b + a)

(b+ 1)2
.

=
��� ���
)��1 f(−1) = min ��� 
$��� p > 01 	�
� a � −1 �
� a � b1 
 �
�*	 ��� p ∈ (0, p−)1
	�
� a ∈ (−1, b) 5��� p > p− f(−1) = max7� S�

���!�� f(1) = max ��� 
$��� p > 01 	�
� a ∈ [−b, 1]1

 �
�*	 ��� p ∈ (0, p+)1 	�
� a < −b �
� a > 1 5��� p > p+ f(1) = min7� C�	��

p− =
(b+ 1)2

(a+ 1)(b − a)
, p+ =

(b+ 1)2

(a− 1)(b+ a)
.

?
	���
�	
���1 �	����

�� 	 ��
�	��� ����	� ��� �
���)2	� ��
�*	��� �	���
 �
�� ��	(
��
 �����!�� 1 	�
� a � −1 �
� a � b 5k

l
� −1 �
� k

l
� b71 ��
!	 �	�
	�� 	 ��
�	��� �����!�� 1


 � ��� 	 �	�����!�� � -	����

�� 	 ��
�	��� ����	� ��� �
�� �2	� ��
�*	��� �	���
 �
��
��	��
 �	�����!�� 1 	�
� a ∈ [−b, 1] 5k

l
∈ [−b, 1]71 ��
!	 �	�
	�� 	 ��
�	��� �	�����!�� 1 
 � ��(

� 	 �����!�� �
C
�	���1 !�� )�
!	��� p− � p+ ���	����$� 5�
������1 !�� p > 07 ������	�	��� ��� a ∈ (1, b)1

	�
� b > 11 � ��� a ∈ (−1,−b)1 	�
� b < 1� '�� 0��� p+ > p− 5p+ < p−71 	�
� � ��
��� 	�
� b > a2

5b < a27 5��� b = a2 )�
!	��� p+ � p− �
�� 7�
4� ���9�&&��!!'�  ��*�!�0 � �( �&)�+>���&)/� �����!	���	 ��!�� x0 ∈ (−1, 1) �������

f(x) ���	�	
�$��� �) ��
��	��� f ′(x) = 01 ������	 ��*�� ��	���
���� � ���	

p = u(x) =
(b+ x2)2

(a− x)(ax+ b)
, (5)

�����
��� f ′(x) = − (p−u(x))

u(x)
� '�� 0���

f ′′(x0) =
u′(x0)

u(x0)
. (6)

�����!	���	 ��!�� x0 = x(p) ∈ (−1, 1)1 ��	 x(p) � �	2	��	 ��
��	��� 5�71 �����	�����$� ��	(
�	������ � ���*	���� ����	� ; �	���	 �	
� �
����	��� ��
�
	��� ������ �	����

� OZ1 �����	
�	�����*�� �������	
��� �	�����1 
 ��	��	 �
����	��� ��
�
	��� ������ ��� ����	���� Oz1 ��(
��
�
�$�	� �������� � ���
 � �	����

�$ 5��� 5�77� C
�	���1 !�� �
*���� )�
!	��$ x(p) ∈ (−1, 1)
�����	�����$� ��
 ��	�	������ # ���*	��� 5��
 )�
!	��� ϕ2(p) �= 0, π71 �����
��� x(p) = cosϕ2(p)�

'
�
�	�� p ��*	� ������
�� ��
��� ��
�*��	
�� 	 )�
!	��� 5��� 5677� ?
	���
�	
���1 ��	(
�	������ 	 ���*	��� ���	����$� ��
��� ��� u(x) > 01 ��� 0��� ��� �����!�� 5�	�����!�� 71
	�
� ������� u(x) ��)�
��
	� 5�� �
	�7 � ��!�	 x0 = x(p) 5��� 5977� 3!	�����1 u(x) > 01 	�
� �
��
��� 	�
�

(a− x)(ax+ b) > 0. (7)

=
��� ���
)��1 ��	�	������ 	 ���*	��� ���	����$� ���

1) x ∈ (−1, 1), 	�
� a > 1, b > a;

2) x ∈ (− b
a
, 1), 	�
� |a| > 1, b < |a|;

3) x ∈ (−1, a), 	�
� |a| < 1, b > |a|;

4) x ∈ (−1, a) ∪ (− b
a
, 1), 	�
� a ∈ (−1, 0), b < −a;

5) x ∈ (− b
a
, a), 	�
� a ∈ (0, 1), b < a

5	�
� a � −11 b � −a1 �� ��	�	������ # ���*	��� �	�7�
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 ���
��!	���� ���	��

	 �)�	�	��� �
�
�	��
 p� J�
� u′(x) �= 0 ��� 
$��� x ∈ (−1, 1)1
�� �
� b > a2 5b < a27 ��	�	������ 	 ���*	��� ���	����$� � �����!�� 5�	�����!�� 7 ���
p ∈ (p−, p+) 5p ∈ (p+, p−)7� J�
� *	 �
��	��� )�
!	��	 x∗ ∈ (−1, 1)1 �
��	1 !�� u′(x∗) = 01 �� ��	�	�(
����� 	 ���*	��� ���	����$� �
� b > a2 5b < a27 ��� p ∈ (p∗, p+) 5p ∈ (p∗, p−)71 ��	 p∗ = u(x∗)"
��� 0��� ��	�	������ 	 ���*	��� �����!�� 5�	�����!�� 7 �
� x(p) ∈ (x∗, 1) 5x(p) ∈ (−1, x∗)7�
�����# �
��
���� � �	���� �
�!
	 �	� 5� �� � ��
��� ���	� ���
)
��1 !�� �
 �
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5x(p) ∈ (−1, x−
∗
) �
� p ∈ (p−

∗
, p−)71 �����!�� 5�	�����!�� 71 
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a
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5x(p) ∈ (x−
∗
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a
, x∗)1 ���!	� ���

p → +∞ x+(p) ���	����� � a1 
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� � �
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����� # ���*	��� 5��
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������� u(x)� '���)����
� 0��� ������� ��		� ���

u′(x) =
(b+ x2)

(a− x)2(ax+ b)2
v(x),

v(x) = −2ax3 + 3(a2 − b)x2 + 6abx+ b(b− a2).
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���
����
	���7� =���


v′(x) = −6a(x− a)
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x+
b

a

)

, v(a) = b+ a2 > 0, v

(

−
b

a

)

= −b(b+ a2)a−2.
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1
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a
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2
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1
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2
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3
,+∞)1 ���!	� x−

3
> − b

a
1 x−

1
< a1 x−

2
∈ (0,− b

a
) �
� b > a2 � x−

2
∈ (a, 0) �
� b < a2�

=
��� ���
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��
���o�� (
�
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J�
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3

2

b− 3
, a2 =

3b− 1− (b+ 1)
3

2

b− 3
,

���!	� a1 < a2 5a1 > a27 ��� b > 3 5b < 37�
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���	����	� 5���������	�7 ��!�
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�� J�
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�	� ����� �
 �
������� (p;x) ������������ ��	# ���(
��!	���# ��!	� ������� f(x) �
 ���	)�	 [−1, 1]1 ��	� ������� �) ���� # x = ±1 � ���� # x(p)1
�����	�����$��# �	2	���� ��
��	��� 5�7� �
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)
�!
$��� ����� ���� # x(p) � �
���	�	
	(
��	� ��!	� �������
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������
 �
 0��# ���� # � ���� # x = ±1�

�
� ������	��� ��
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�

�
 ������
����� # ��
��
�� ?�	�

 .�℄ �	��#����� ����	���
����
���	
�� � 
�

�)� �
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� �
��
 0���� 
�

�
 ��	���
�
�	� ����� �
 �
������� (p; q)1 ��	

q = (h− l2

2C3
)/mgs1 ������������ ���� # q = q(p) = f(x(p)) � ���� #

q = f(−1) = −1 +
(a+ 1)2

2(b+ 1)
p, q = f(1) = 1 +

(1− a)2

2(b+ 1)
p. (8)
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 ������������ ���	�	
�	� ������
������	 �� ?�	�
� ���*	����1 �
 ������� �����#����
�	�	������� ����
���!	����� ���
 ��

��	� ��)��*����� ���*	���1 ���	�	
�	� # ������2	��	�
f(x) � q 5Vk,l(ϕ2) � h7� '�� a < 0 ���� 	 5:7 �	 �	�	�	�
$���1 
 ��� a > 0 �	�	�	�
$���1 ����


p = p0 = b+1

a
� -)
����	 �
���
�*	��	 ��!	� p0 � p± �
��	� �
 ��� ������
������� ��
��
�� 

?�	�

� 3!	�����1 p+ > p0 5p+ < p07 ��� b > a2−2a 5b < a2−2a71 
 p− > p0 5p− < p07 ��� b < a2+2a
5b > a2 + 2a7�

- )
�
$!	��	 ���	���1 !�� ��� x(p) → a ����
� q(p) ���	����� � ������ 5����)���

��
�

�������
7 q = f(a) = a1 
 ��� x(p) → − b

a
� � ������ 5�
�
���
� 
�������
7

q = f

(

−
b

a

)

= −
b

a
+ p

a2 + b

2b
. (9)
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�� �
�
��
 ���� # 5:7�
C� 5������9��!!'�  ��.��$$'� '���	�	�� � �
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�	� �
)����

��

��� �
�
�	���� )
�
!� a � b �
 E6 ��

��� 5���� �71 �
)
�!
$��	�� ����� ������
����� #
��
��
�� ?�	�

� �
� ������
����� # ��
��
�� '�
��
�	4K	�
	�
 �
���
�*	��	 ��!	� p0 � p±
�	 ��		� )�
!	��� 5��

��� " � !1 5 � 61 7 � 81 "" � "! ��*�� ��D	������7�

'���	�	� ��
��
�� '�
��
�	4K	�
	�
 5�
	�
7 � ?�	�

 5���
�
7 �
� � 5�����	����	��� �)
EG � E67 ��

��	�1 �������1 �
� ��� �)�	��$��� ��� �	�	#��	 �
�
�	���� � �����	 ��

��� 5���
���� E497�

8
 0��# ��
��
��
# )�
��� N�
$�O ���	!	� �����!�� 	1 
 )�
��� N�����O � �	�����!�� 	
���*	����

6 " /���	���� ������	�9:������ ��
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������� x = − b

a
� �	�#�$$ ��
��
��������

��
��
��
 �
� ��

��� 8 ����
�
	� � ��
��
���� �
� ��

��� 71 ����	�	���� �
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�	��� 5���� �����!���	
� ���� �	�����!���	7 � !	� �	 �
� ��	�	������ # ���*	��� 5��	 �
� �����!�� # � ��	 �
� 
�	�����!�� #71 ��� ���� 9 5�
� p ∈ (p+

∗
, p−)7�



������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � ��

���� K� P����
� ei ? a ∈ (− 1
√

3
, 0)� b > a2� (3− b)a2 + 2a(3b− 1) + b(b− 3) > 0
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k2x+ kl(b− x2)− bl2x = r2(b+ x2)2. (10)
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1 !�� �	 
$��� ���	!� � 
����
� ��*��
����	
����
�� �	������� �	��$1 �� � ���
)

 �	��#���� 	 � ����
��!� 	 ��
����1 ��� ����� #
0�� ���	
����
��	 ��)��*���

�
� ���	!���� ���*	���
 �����
�� A ��	�	� ���)�
!	���; A∗ � ���*	���� ��	# �
��1 Λ �
�����	 �
���1 A+ = A∗ \ {Λ}1 Aω = N → A � ���*	���� ��	# �	����	!� # ���
	���
�	
�����	�
�����
�� � 

�
���	 A� 3����
*	��	 f : Aω → Bω �
) �
	��� ���������� �������� �
� ������
���������1 	�
� ���	����$� ���	!��	 ���*	���� Q1 q0 ∈ Q1 � �����
*	��� ϕ : Q × A → Q �
ψ : Q×A → B1 �
��	1 !��

f(x)(t) = ψ(g(x)(t), x(t)) � g(x)(1) = q0, g(x)(t + 1) = ϕ(g(x)(t), x(t + 1))

�
� ��	# x ∈ Aω � t ∈ N� '�� 0��� �
��� A = 〈A,Q,B,ϕ, ψ, q0〉 �
) �
	��� ���������� ������'
�� �����
*	��� f 1 Q � ��������� ���������1 ϕ � ������� ��	�(����1 ψ � ������� ��(�����
'�
�*��

ϕ∗(Λ) = q0, ϕ∗(αa) = ϕ(ϕ∗(α), a) � ψ∗(Λ) = Λ, ψ∗(αa) = ψ(ϕ∗(α), a).

?�������	 q ∈ Q ���������1 	�
� q = ϕ∗(α) �
� �	�������� α ∈ A∗� ,��*	���� L(f) = {α ∈
A+ | ψ∗(α) = 1} �
)��	� ������� 	������������� ��������� f : Aω → {0, 1}ω � 3���	��� � 0��

����
��
� ������� Zc : {0, 1}

ω → {0, 1}ω 1 c ∈ {0, 1}1 �
�
�1 !��

Zc(x)(1) = c � Zc(x)(t) = x(t− 1) ��� t � 2.
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��� 
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�� 	 ������� ���
 f : Aω → {0, 1}ω 1 ��	 A = {0, 1}n1 n �

0� 3��)�
!�� !	�	) [·] )
� �
��	 �
��# ������� �������	
��� ���	���)���� � ���
���� ���)� .6℄�
3����
*	��	 f : {0, 1}n → {0, 1} �
) �
	��� ��	������ ��������1 	�
� �
������ �
��	 ci ∈ Z1

!��
f(x1, . . . , xn) = 1 ⇔ c1 · x1 + . . .+ cn · xn � c0.
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����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � ��

@��	��� � 0�� 
����
�� 	 ������� ���
 Zcf 1 ��	 f � �������
� ������� � c ∈ {0, 1}� ,��*	����
��	# �	������ ���)�
!�� !	�	)N� S����
�� 	 ������� �) �

��
 [N] �
)��	� ���	���	����������

3���2	��	 R ⊆ Q × A �
)��	� ��	��������
���1 	�
� �
� 
$� # (q1, a1), (q2, a2) ∈ R 
���
(q1, a2) ∈ R1 
��� (q2, a1) ∈ R� �
� 
����
����� )
�
��� (A,Q, {0, 1}, ϕ, ψ, q0) ��
�*��

Aq = {a ∈ A | ψ(q, a) = 1} � Ra = {α ∈ A∗ | ψ∗(αa) = 1}.

�����$�� /
� 
���� ���������� ������� f : Aω → {0, 1}ω � 
����� �� ����������� �������
(A,Q, {0, 1}, ϕ, ψ, q0)� ��� ��������� ����	��� ���������� �
����1�� ��
���� 	������
���A

1) ������� Zcf ���	���	�����B
2) ��������� {(q, a) ∈ Q×A | ψ(q, a) = 1} ��	��������
��B
3) ��������� {Aq | q ∈ Q} 
������ ���	���
��� �� ��
�
����B
4) ��������� {Ra | a ∈ A} 
������ ���	���
��� �� ��
�
����B
5) ��1������� ����� 	���
�	��� ��������� Ra1 ⊆ . . . ⊆ Ran � ai ∈ A� 
��

L(f) =

n
⋃

i=1

Rai · {ai};

6) ��1������� ��	��������
��� ��������� P ⊆ U × A � ����� ��������� 	���
�	��( ���'
����� Lu, u ∈ U � 
��

L(f) =
⋃

u∈U

Lu · {a ∈ A | (u, a) ∈ P}.

2���3�)�%/&)��� '��
	���
�	
��� ���
*	� �
*� � �) �	�	#�����
1 → 2� ?
	��	� �) ���	�*�	��� �E � .�℄�
2 → 3� '� ���	�	
	��$ �	�	��
����!���� ����2	��� 	�
� a1 ∈ Aq1 � a2 ∈ Aq2 1 �� 
��� a1 ∈ Aq2 1


��� a2 ∈ Aq1 � ?
	���
�	
���1 
��� Aq1 ⊆ Aq2 1 
��� Aq2 ⊆ Aq1 �
� 
$� # q1, q2 ∈ Q�
3 → 4� �
�������� a1, a2 ∈ A � α1 ∈ Ra1 1 α2 ∈ Ra2 � C
�	���1 !�� ai ∈ Aϕ∗(αi) �
� 
$���� i�

'�0���� 
��� Aϕ∗(α1) ⊆ Aϕ∗(α2)1 
��� Aϕ∗(α2) ⊆ Aϕ∗(α1)� 3����
 )
�
$!
	�1 !�� 
��� α1 ∈ Ra2 1 
���
α2 ∈ Ra1 � ?
	���
�	
���1 
��� Ra1 ⊆ Ra2 1 
��� Ra2 ⊆ Ra1 �
� 
$� # a1, a2 ∈ A�

4 → 5� '���� Ra1 ⊆ . . . ⊆ Ran � 
��	�� � ������� 0
	�	���� ���*	���
 {Ra | a ∈ A}�
'����
���

L(f) = {α ∈ A+ | ψ∗(α) = 1} � Ra · {a} = {αa ∈ A+ | ψ∗(αa) = 1},

�	��� �
�	����� L(f) =
n
⋃

i=1
Rai · {ai}�

5 → 6� '�
�*�� U = Q1 P = {(u, a) ∈ U ×A | ψ(u, a) = 1} � Lu = {α ∈ Ra | ϕ∗(α) = u} �
� ��	#
u ∈ U � =���
 L(f) �� ���	�	
	��$ ��		� ��	��	� � ����

6 → 1� ?
	��	� �) �	��	� � � .�℄� =	��	�
 ���
)
�
�
- )
�
$!	��	 ����� ���	����1 !�� � �	��	�	1 ���
)
���� � �
�����	� �
���	1 � ��
�!�	 ��

�	)�
��
��� �
��� .�℄1 ���
�
�
��
$��� ����� 	 � 
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���� ������� � )
�	�*����

+��
	���
��	 �	����� 
����
 � ��
�	�� ��� ���
������ ����	�*�	 �UU+ � �
��
# �
�!����
���	��
 V EG4G�4GG9FG1 ������� 
����
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��� �)�	����� ���	�����	��� ����	� ���

	����� � 		 �����	��� +�-� ��(
�
��� � 5��� .�℄7 �
 ��!�� so(3, 1)4e(3)4so(4) 

�	�� >� � �
�
�	���� κ ∈ R� +# ������ >�4

'�
����
 �
 R
6(Ĵ1, Ĵ2, Ĵ3, x̂1, x̂2, x̂3) ��	$� ��� 5εijk 	��� )�
� �	�	��
����� (ijk) −→ (123)7

{Ĵi, Ĵj} = εijkĴk, {Ĵi, x̂j} = εijkx̂k, {x̂i, x̂j} = εijkκĴk. (1)

�
� 0��# ����	� � 
� �
��	� .E46℄ ������
����� 	 ��
��
�� � �	�	�������(
��� ����� >�(
���

�1 
 � .�4:℄ � !��
	� �����	 ����
���!	���	 ���
��
�� U��	���4��2
��
 .<1 �G℄�

- �
���	 S�-� &������
 � +�?� ,
�
	�
 .��℄ ����
� 
�

�� )
�
!� ���

	����� 5� �����#
�
�!
	� ���	�����	�����; L�
	�
1 >
��
�*
1 ����!	�
4K
�
 ���
1 �	��
7 ���
���� ��	����� �	


� ������
����	 ���������� �����
�	
���� �����)� 5�
������� >��
!	������7� ����
	����	 ��	(

���
)��
��	 Ĵj = i · Jj / k, x̂j = i · xj / k, j = 1, 2, 31 �	�	����� �	�	����� ����	� ���

	����� 5�7
�
 ��!�	 so(3, 1)4e(3)4so(4) � ����	 �	�	������ S
�	��	 >� e(3) 5��	� �
�!
$ κ = 07 �����	�����	�


�	��
 >� e(2, 1)� 3��

�� 	 

�	�� >� )
�
� ��������� �� �����
��
�� �# ������ '�
����
�
�
)�	
	��	 �	�	�	�� #1 
�

���!��	 ��
�!	����� �	��	���1 �
� ����� )
�
!� ��� κ = 0 � 
�
������	�� ?�-� ?���
�� � � .�E℄�

U������ �
)����
 5�	��	���!	���� ���	��

 f1 � ���	��

 �
��
�	� f271 �
��
�����
� H �
�	�� � ���	��

 F ������ �	�	����
 ����	� ���

	����� � �������
�
# J1, . . . , x3 ��	$� ���

f1 = x21 + x22 − k2x23 + κx21 + κx22 − κk2x23 = a, (2)

f2 = x1J1 + x2J2 − k2x3J3 = b, (3)

H =
1

2

(

J2
1 + J2

2 − 2k2J2
3

)

− b1x1 = h, (4)

F =
1

4

(

J2
1 − J2

2 + 2b1x1 + κb21
)2

+
1

4
(2J1J2 + 2b1x2)

2 = f. (5)
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������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � ��

=���
���� �
)����� ������
����
1 �
��
�	����� �
 ����	��� 	 ������ ���	��

�� 5E745�71 �
���	�	��	 ��
	������ �
��# ����	� ����� � �� �����	� �	���
 �	�� !��� =
�1 �
� �		��
����

�
�!
� L�
	�
 5���������� ���*	��� �	

 �� �	�������� ������
����� �����
�	
���� �����)� 7
�������� ��
	������ � �� ���
��!	���� 5�
 E(���	7 �
� �	���
��!	���� ���	�	
�	��� )�
��� J2

1 +

J2
2 − 2k2J3 = 〈 �J, �J〉g �������	
��� ��
��
�
 �	����
 J E(���� diag (1, 1,−k2)�

+��	�	��� ����	����1 ���	�*
� 
� ����	� ���

	����� �
 ����� ��!�	 �	����
��� 	 �
��
� �# ������
���� ?���	� � �
���� �
�	����� 
������ �)�!
$���1 � �
���	 .��℄ ����	�	� 2���(
��� ������ �
��# ����	�����	�1 ���
��*	�� # � ���	�����	� # ����	�
# �	#
���� � �	��	�����
- .�6℄ � 
� �

����������
� �
�	��� >����

� ��
����� # ����	� � �	���
��!	�� �� ���

(
��� +# ����	������ ����
���!	��� 0����

	��� �	����
��� � ���������� 
���
�(������
����
���	�����	� # �
��
������ # ����	�� - �
���	 .��℄ ��	�
�*	�
 �

������
��� �	����
��� # ���(
�	�����	� � ����
��!�� 2������ ���������

������ �

�� �
��# ����	�����	� ��
$!
	� �	�	������� ����
������ �
�� � �	����
��� � �	)
�
�	��� �
��
 �����
*	��� ���	��
 .��℄� - �
�����	� �
���	 ���
)
��1 !�� �	����
��� 	 �
��
����	� ���

	����� ��)���
$� ��#�*�� ���
)�� 5�	��	�
 �7� 3��	���1 !�� �)�!
�� �
��	 ����	�(
����� � !��
��	
�� � ���	� �	���
 �	�������

=
�*	 � �
�����	� �
���	 ���
)
�
 ���)� �	*�� �	����
�������$ ����	������ ������ �	�� #
���	��

�� 5�
�� �
� �	���)���� ��D	���	��� �
�	�7 � �
�	��	� ��	�	�� �	�������� ��
����
 �
�	�	�	�� �� ��0�����	��
�� 5����� 	 �	��	� �� � ���
��!	� 7� �
*�
� ��!�
 �
�� �����	�(
����	� ����$ 0���� ��
����
1 
 �	���
��!	������ ����� ��� �

�� �)�	�	��� ��0�����	���� 5��
�	��	�	 -�	�
7 ��)��*�
 
�2� ��� ���
�	��� � ��
� ��
�2	�� ��0�����	��
 �����!
	�
� -����� 
��
��� ������� � ��������

���� �	)
������� �	�� # ���	��

�� � �	 �
���
����
	��

"� ����$�)��3�9�0 &��$�&)!�.� ����!0 Ta,b,h,f = {y ∈ R
6 | f1 = a, f2 = b,H = h, F = f}�

����
������� ���*	���
 Ta,b,h,f �
�����
��
 	�� ���
��!	������; ��� )
������ �
� )
�
���	 ����	(
��� ��
�����

�� # ��
��	���� +���
�)�� ��� ������� H � f11 � �
)�� ������� J2

3 � x23 !	�	)
�	�	�	�� 	 J1, J2, x1, x2�

C
�	�
 �������
� ξ1 = J2
1−J2

2+2b1x1+κb21 � ξ2 = 2J1J2+2b1x2 ��	�����
 � 
��	��
 �� �
�
�

�	�	�	�� # x1, x2 � ξ1, ξ2� C�	�� ξ21 + ξ22 = 4F := f̃21 ��	� ����
�)�	��� ��	��

�� � ��� ���	��




F � =	�	�� �	�	��	� � ��
��� � �������
�
� f, α, r, β 
 ����	�������� ��� r = 0 �
� f̃ = 0;

ξ1 = f̃ cosα, ξ2 = f̃ sinα, J1 = r cos β, J2 = r sin β.

�
�������� A = [0, 2π] × [0, 2π] � ���*	���� V = A(α, β) × R
+(r)/ ∼ 
 0����

	�������$

(0, β, r) ∼ (2π, β, r), (α, 0, r) ∼ (α, 2π, r), (α, β1, 0) ∼ (α, β2, 0) �
� ∀α, β, βi ∈ [0, 2π].

,��*	���� ��!	� x ∈ V : r(x) > 0 	��� ����)�	�	��	 E(���
 �
 ���� � � 
�!� '���	� f �= 0�
'	�	��2	� f1, f2,H � ��� # �������
�
#� +) � �
*	��� �
� 567 ��
�!
	� J2

1 − k2J2
3 = h +

(ξ1 − κb21)/2 � �����
�
�	� ��
��$ !
��� ������2	��� � �����
� 5E7� U������ J2
3 � x23 �� (α, β, r)

������
$� ���

k2J2
3 (α, β, r) = −h+ (b21κ)/2− 1/2f̃ cosα+ r2(cos β)2, (6)

4b21k
2x23(α, β, r) = r4 + 2(κb21 − f̃ cos(α− 2β))r2 + (−4ab21 + f̃2 + 4κb21h− κ

2b41). (7)

-�)�	�� � ��
��
� ��
��	��	 −b+x1J1+x2J2 = k2x3J3 ���	��


 �
��
�	�1 ��
�!�� ��
���� P (r)
��	�	�� 6 �� r;

8b1P (r) = g4(α, β)r
4 + g3(α, β)r

3 + g2(α, β)r
2 + g1(α, β)r + g0(α, β) = 0. (8)

��0�����	�� gj(α, β) ���
��!	� �
 A � �	��	� ��� )
����� �� α, β1 )�
!	��� ���	��

�� a, b, h, f
�
 �
�	1 �
�
�	��
 ��!�
 κ � �����
�� b1, k;

g4 = 2h− κb21 + f̃ cos(α− 4β), g3 = 8b1b cos β,

g2 = 4ab21 − 4f̃h cos(α− 2β) + 2(2ab21 − f̃2 − 2κb21h+ κ
2b41) cos 2β,

g1 = b ·8b1(−f̃ cos(α−β)+κb21 cos β), g0 = 8b2b21+(2h−κb21+ f̃ cosα) (−4ab21+ f̃2+4κb21h−κ
2b41).

'���� S ⊂ V 	��� ���	�#����� ����	� P (r)� '�� f �= 0 ���	�	
	�
 ���	���� π : Ta,b,h,f −→ S�



�� ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

��$$� "� �	���	�� π−1(x) ��
�� x ∈ S ���� ����� � ��
��� ������ ����� J2
3 (x) < 0 �
�

x23(x) < 0 5�����
 5971 5F77 �	���	�� ��
�� x ������� �� ����� ��
��� ��
� x3(x) = J3(x) = 0 
�	���	�� ������ �� ����
���( ��
�� ������� �� ���( ��
��� �	�
�� ��
� x3(x) · J3(x) �= 0� ��
�� ��
����� ����� �� �
����1�( ��	 ��
��A

(

+
√

x2
3
(x),+

√

J2
3
(x)

)

,

(

−
√

x2
3
(x),−

√

J2
3
(x)

)


���

(

−
√

x2
3
(x),+

√

J2
3
(x)

)

,

(

+
√

x2
3
(x),−

√

J2
3
(x)

)

.

2���3�)�%/&)��� '���� rf �= 0� =���
 ��!�� R
6(�x, �J) �) ������
)
 ��!�� x ∈ S )
�	���� 
	*
�

� ���*	���	 F = f � -�)�	�	��	 � ��
��
� ��
��	��� k2x3J3 = −b + x1J1 + x2J2 ���
�
�	� ��� 	
�	2	���1 � ��!�
# ����� # )�
� x3J3 � )�
� ��
��� !
��� ��
�!
$��� 5�
�1 ��� x3J3 = 0 �	�	#��
�
�����
	�7� �
�	����
 5971 5F7 ��)��
�$� ���� � �
)��� J2

3 (x), x
2
3(x) �����	����	���1 ��	� � ��� )�
(

��� �
	� ����� 6 �
��
��
 ��� x3J3 �= 0� '����
��� �	�	#�� �	�
�����
	�1 �� ����	��	��� � ��
��
���� �) �
� ��!	� � ����
��� � )�
��� x3J3� ✷

,� 2�&)�)�>!�� �&%���� ��$-��)!�&)� &�03!�.� &%�0 !� ����!� Ta,b,h,f

��$$� ,� C����'
��� �� ����� ���	����� x1, . . . , J3 �� ��	���
��� �� ����	(����� �	����
Ta,b,h,k ��	��( �����	�
�� ����� � ��
��� ������ ����� �� �� ��	��� � S �� ��	���
��� �������
r2 = J2

1 + J2
2  

2���3�)�%/&)��� '	�	�	�� 	 x1, x2 � ��
��
� x23, J
2
3 � �
*
$��� �
� ��
���� �� J1, J21

�� ξ1, ξ2 5���
��!	�� # �� ����
$ )�
!	��	� f̃ �
 E(�
�	7 � �� �	����� # �������� # ����	� � ✷
S�

���!�� ���*	���� r = 0 ��	��
 ����
���� � Ta,b,h,f ; �����
��� J1 = J2 = 0 � f1, f2,H, F �
�
� �)�	����1 ����� �����!
	�
 �� ��
�2�� ��0�����	���� � �	��	� ��� )
����� �� 	�� ��(

0�����	����� J�
� ���
	���	 �	��	� �� �
 ����
��	1 �� ��	 ����� ��	# �
��# ��
������ ���
(
��!	� � ������������� =	� �
� � 
�2� ���
�	��	 � ��
� ��	(�� �
 A ��
�2	�� ��0�����	��

g4(α, β) ��*	� �
�� �	���
��!	���$ ���	�#����� S �1 ��)��*��1 �	���
��!	�� � ����	�� Ta,b,h,k�

�����$� " 5����
��!��	 ��
���	 ����
������� ���)��� ������	�� ������ ���	��

��7� �����
�
� H = h, F = f,κ ����
���� (2h − κb21)

2 > 4f  ����� �
� �����
������ ������� C���
������ ��
���
����� ��	����	� κ ��
�� ������ �������� � 
���( ���
���� ������� C�����	� f1 = a, f2 = b
���������� ����	(����� �	���� �����	�
�� Ta,b,h,f ��������� 

2���3�)�%/&)��� ?�
�2�� ��0�����	�� P (r) � 5:7 �
�	� g4(α, β) = 2h−κb21 + f̃ cos(α− 4β).
- �
�!
	 f �= 0 �� ���	
	� �� ��
� �
 ���	 A � ��� � ��
��� � ��� �
�!
	1 ����
 ��
��	��	 cos γ =
(2h − κb21)/f̃ �	 ��		� ����	� γ = α − 4β� - �
�!
	 f = 0 0��� ��0�����	�� �������	� �
 �����	
Ta,b,h,f �

'�� � ��
�	��� ��
���� �	��	� ���	
�� P �
 g41 ��
�!�� �����!
	� � �	��	� �� �� ��(
0�����	��
��1 ���
��!	�� �� �� ����
$ M > 0 �
 ��	� ���	 A� =���
 ��	 ����� �����!
	���
P (r)|α,β 5��	� ������ (α, β, r) ∈ S7 ���
��!	� �� ����
$1 �
����	�1 � �
*	��	� |r| < 4 ·M4�

'�� 
$��� f ∈ R �) ��
���� (2h−κb21)
2 > 4f �
	��	� ���
��!	������ ���	!��)�
!��� �������

r(α, β) �
 ���	 A �
� r(β)|f=0 �
 S1(β)1 ��	� ��		� �	��� ����
������� ���)� # ������	�� ������
Ta,b,h,f � ✷

1� ���)���+ !���$-��)!�&)� &��$�&)!�.� ����!0 Ta,b,h,f -���'( �!)�.��%��� '����
�

		 f > 0 � ��
���	 (2h− κb21)

2 > 4f = f̃2 �	 � ��
�	��� 8
��	� ��
� ������� g4 �
 ���	 A�
��$$� 1� D �
�
�� f > 0 ��
� ���	���� ��.��������� g4 �����

��� P �� ��	� A 
����

�� �	���� α = 4β �	� 2h − κb21 = −f̃ � �� �	���� α = 4β + π �	� 2h − κb21 = f̃ �
� �� ��	� �	���(

α = 4β ± φ �	� |2h− κb21| > f̃ � ��� φ = arrcos ((κb21 − 2h)/f̃ ) ∈ (0, π) 
'���	� b > 0 5�
�!
� b < 0 
�

���!	�7� =���
1 )
 ���
$!	��	� ���	!���� !��

 ��!	�1 �
�

��	# ��!	� ������ �) 
	�� � 5�
)��	� �
��$ �����$ �	���� ��
��7 ��	�	�� �����!
	�
 P �
��
 �1
��	� �	!	��
 � ����� �
 	������ �	��2	 �
����

����� +��
$!	�� 	 ��!�� ��	$� �������
��
β = π/2, 3π/2�

�����$� , 5����	��� �

�!�� �	����
����� ���)��� ������	�� � ���	�#����� ������7�

����� b �= 0 � −f̃ � κb21 − 2h � f̃ � ��� F = f = f̃2/4 ����� ���������� ����	(����� �	����

Ta,b,h,f �� ���
������ (a, b, h, f̃2/4) ����	��� ��� ������� ���� ����	���
����� ���������� 
2���3�)�%/&)��� �� '�� �

�� �� ����
$ )�
!	��� ������� g4 5� ��
��	��� � ���

�� ��

��0�����	��
�� gj7 �����!
	� P ��		� ���	��; �	�	#��� � ��	�	
� r −→ ∞ �
� r −→ −∞ � � �
(
*	��� 8b1Pr−31 ��
�!�� g4r − g3 = 0� =	� �
� � ��
��	��	 P (r) = 0 ��		� ����� ���� N��
�2��O
�� ����
$ �	�	���	�� � ���	�� r � 	�� )�
� ���	�	
�	��� )�
�
�� g4 � b� S ��	��� ��� g4 · g3 < 0
)�
� ����� ��
�*��	
	�1 ��	� 	�� �����	�����	� ��!�
 � S � ��
�2�� ��
�*��	
�� � r�



������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � ��

E� �
�������� �
 ������ ��
	� �s���1 �
 ����� # g3 = 8b1|b cos β| > δ1 � �# ε(2�����	 ����!
� 	
�	���
���� ���	������� Li 5��	� n ���
� �����	�����	� 2n ������������# �����# ��
����7�

-��
� � ��
���� ������ ��
	� )�
� cosβ �	��	���1 
 )�
� g4 �������	� �
 �
*��� ��
��	1
�
 ����� 	 ��� �
)���
	��� ���� �� ��
	�� =���
 � ����� �) ���)� # ������	�� Li )�
� ����� r
��	��
 ��
�*��	
	�1 
 ����
� ���
��!	� ���)� ��)�
��
$�	� � �	����	!����� ������	� �� ε�

=	� �
� � �	�����
� ���)�
� ������	��
 ������ Ta,b,h,f ���	�*�� �
��� ����	�� � ����1 !��

��	 	�� ��!�� ��

	� �� ��
� ������
����
 R
6( �J, �x) �	 �	�		 !	� �
 
$��	 � ��
���	 N��
�2�	O

�
�������	� ✷
�%� &)���� 2�
� ������� �
�� �	���� |2h − κb21| = f̃ ������������ �� ��
��� ���� �������

���������� �
�� �	����� |2h − κb21| = (1 + ε)f̃ � ��� ε > 0 �	� ε −→ +0 �������� 	��������� ��
��
�� �	���� �� ��
� �	���	������ R

6 	����� (��'�� ��
�
�� ��	���� ����� � cos β �	� ���	�����
��
�� �� ����
� g4) 

�����$� 1� )��������� �	����� ��	��( �����	�
�� Ta,b,h,f � �
� ����	��� |2h− κb21| = f̃ > 0�
��
����� ����	��������� � Q3

h = {f1 = a, f2 = b,H = h} � ������������ D ��� ��	��������
�	���(���� ��	���	���� ����������� ����������� �	���� � ������������ �	����� 

�
� ���	�	
	��� ���
 ���	���������� �
�� � ��
�!	���
 �
�	� ���	� ��
	)�� ����	���� ���(
#�� .�℄ � �
#�*�	��$ �����!	����� ���*	���
 � �)�!��� ����	������ �
���
����
	��� ����	� 
��� cos β = 0� - �
�!
	 b = 0 �
�)��$ )
�
!� �
	��	� �	2��� �
� ����
��
����� ��
��	���
g4r

4 + g2r
2 + g0 = 0�

K��
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Da[Ŝ] :=
˙̂
S − Ω̂Ŝ + ŜΩ̂− a(V̂ Ŝ + ŜV̂ ). (2)
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Da[Ẑ] = ∆̂(∆̂−1Ẑ∆̂−1T )·∆̂T , (3)
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∆̂·∆̂−1 = Γ̂. (4)
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)�� ēk = ∆̂ē0k� - �����	�����$�	� ��
���� �
)��	 �	�)�� Ẑ
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∆̂(∆̂−1Ẑ∆̂−1T )·∆̂T = Żij ēi ⊗ ēj .
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����



������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � ��

�
����	�1 0

��� ��	��
�
$��� � ����*����� 	����!���� �
����
1 �	���� ē2 � ē3 ��
�
$���
� �
������� Ox2x31 ���
�
��� �������

�� ��1 � �	 �	��$� �
�� � '�� a = 1 �) � �
*	��� 597
�
	��	�1 !�� �
� ����)������ 3
�����
 �	���� ē1 � ē2 �	 �	��$���1 
 �	���� ē3 �����
!��
	���
� �
������� �����
 �
�1 !�� 	�� ���	� ���*	��� �� ������ x3 = 1 5�������1 �7� '�� a = −11 !��
�����	�����	� ����)������ ����	�4���
��
1 
�

���!� � ���
)�� �	��� �	�� �	���� �)
������
�
)��
 ē11 ē2 � ē3�

��������� ��

���� ē2 = ∆ē0
2
� ē3 = ∆ē0

3
� ������ � ����
�� ������ � ����
��
� Ox2x3

�
�������� �
�*	 �	���

���$ ����)�����$1 �
� ����)�����$ ����
48
#��1 ���	�	
�	��$

������2	��	� D[Ẑ] :=
˙̂
Z − Ψ̂Ẑ + ẐΨ̂1 ��	 Ψ̂ :=

˙̂
QQT � Q̂ 4 �������

�� � �	�)�� �) ��
������ �
)(


�*	��� 
������
� L�
 ����)����
� �	 ����
�
	*�� �	�	����� �4M1 �� �#���� � ��	#�
�
�	���(
!	���	 �	�	�����1 ��	�	���	 � �
���	 .E℄1 ��	 ���
)
��1 !�� � 0��� �
�!
	 ∆̂ ��
�	��� �������

�� �

�	�)���� � ����
	�����	� ��
��	��$ 5671 � ������� Γ̂ = Ψ̂� 8	������ ��
�!���1 !�� ��� �������
�����	

Ψ̂(t) =
2v

4 + t2v2

⎛

⎝

0 0 0
0 0 1
0−1 0

⎞

⎠ . (7)

'����
��� ∆̂ � �������

�� � �	�)��1 ��	$� �	��� � �
*	���

∆̂(t) =

⎛

⎝

1 0 0
0 cosψ(t) sinψ(t)
0− sinψ(t) cosψ(t)

⎞

⎠ ,
˙̂
∆∆̂−1 = ψ̇(t)

⎛

⎝

0 0 0
0 0 1
0−1 0

⎞

⎠ . (8)

+) ������2	��� 5671 5F7 � 5:7 �
#���� ψ̇(t)= 2v/(ψ(t) = 2v/(4 + t2v2)� +��	������ 0�� ��
��	��	 �
�
!

�� � ��
���	� ψ(0) = 01 ��
�!�� ψ(t) = ± arctg(tv/2) = ± arctg(k(t)/2)1 k(t) = vt. '����
���
arctg(k(t)/2) → π/2 ��� k(t) → ∞1 ���
 �������
 �
)��� # �	������ ē02 � ē03 � �
�!
	 �	���

����
����)������ ���
��!	� �	
�!���� π/2 ��� 
$��� �	
�!��	 �����
� L�� ��
�!
	� �	���

���$ ���(

�)�����$ �� ����)������ h��
��
1 �
� ������� �	�)�� ∆̂1 �
� �
	��	� �) ������2	��� 5971 ��*	
�������

�� �1 �� ���
 �������
 �
)��� # �	������ ��	 ��	�� ��)�
��
	�� ,�*�� ���
)
��1 !��
���
 ψ ���)
� � ��
�� ϕ �	*�� ���$ x3 � 
	� � ������	�� � �	������ ������2	��	� ψ = 2ϕ−π/2�

1� �� �%/ �03���-��.�.� $�)����%� -�� ��%/8�(  ����$�9�0(� �
�������� ���	
�1
����	�	���$ �
�		 � �
���	 .9℄;

D̂a[Ŝ] = EV̂ − T−1Ŝ, (9)

��	 Ŝ � �	�)�� �
���*	��� ��2�" E � T � �
�
�	�� ���	
�� +���
�)�� 5�71 ��	���
��� 3? 5<7

�
	��$��� ���
)��; ∆̂(∆̂−1Ŝ∆̂−1T )·∆̂T = EV̂ − T−1Ŝ� 3��$�
 ��
�!��

(∆̂−1Ŝ∆̂−1T )· = E∆̂−1V̂ ∆̂−1T − T−1∆̂−1Ŝ∆̂−1T .

�	2	��	 0���� ��
��	���1 ����
	�����$�		 �
!

�� � ��
����� Ŝ(0) = 01 ��		� ���

Ŝ(t) = E∆̂(t)

t
∫

0

e
−(t−x)

T ∆̂−1(x)V̂ (x)∆̂−1T (x) dx ∆̂T (t).
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�	����
��� V̂ 1 ��
�!�� ���	�	
�$��� �	�)�� �
���*	��� ��2� Ŝ � )
�
!	 � ������� �����	1
����
�
$��� � ����	�	�� � � �
���	 .9℄1 ��	 �� �
��	� � �	)�
��
�	 �	2	��� ����	� ����	�	�(
��

�� # ��
��	��� 5<7�

4� ���%B>�!��� �
� ���	�
���� �������� �����
 �
��	� �����*� 	 �	����� 	 �
)�� 1 �
����� # �
���
����
	� 	 � �
���	 ��D	����� 	 ����)���� 	 �	�)���� ������� �
��
 �������� �
����)���� � �� ��	�	�� �� �# ������	��� '�
�!	���	 ��	���
�
	��	 ��D	����� # ����)���� #
��)��
�
� � �
)��� �	�)�� �
���*	��� ��2� � )
�
!	 � ������� �����	 � ���	 ���	��
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73&
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8)-- ($ +*/ 9(/&*,$ '($$ 4&$%/&6,%&*1$�
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� ������ %*/$&*1(- 9&6/(%&*1$� 
&/
,-(/ 4&$r� %3) Z%,/'Ly&*,9&--) ./*6-)'� (49(1
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*19)/0)1
) ')%3*4�

'�� �����
�� �� ��
	�
����� ����
1 )
��	�
	����� �
 
���
$��� *	����� ���1 ���#����	�
!	�	) 	�� �	���1 �����
	��� �	��������
���	 ��������	1 � ������� ��
�����!	���	 �
�� �
)
�!(
� # �
������ �����
!��
$��� ���� �������	
��� ����
� - �	)�
��
�	 ��!�� ����
1 �	����
!

���

	*
�2�	 �
 ����� �
����	1 ��
) �
$��� �
 �	������� ����

	������ ������ .�1 E℄� ,

 	 ���(
��
�� 	 ��	����	���!� 	 ��
	�
��� ����
 �) 
��	��� �������� �
�	��


 ���� �
$��� �����	�(
� � ��
��� � ��
��	��	� .�℄ �������	
��� �	�)�	����� ������� ϕ(r, t);

ρr3H(r)
∂2ϕ

∂t2
= µ

∂

∂r

(

r3H(r)
∂ϕ

∂r

)

, b < r < a, (1)

��	 a� ��	2��� �
���� ����
" b� 	�� �����	���� �
����1 �
�� � �
����� ���1 �
 ������� )
��	�
	�
����" ρ � �
�������" H(r) � �	�	�	��
� �� �
����� ��
���
" µ � ����
� �����
" ϕ � ���
 �������

��
�����!	����� �
��1 �
#����	���� �
 �
�������� r1 �� ����2	��$ � 	�� ��������$ ��� ����������
�	����
����

?�
��
����	 �
)�	
	��	 �	�	�	�� # ϕ(r, t) = R(r)T (t) ������ ��
��	��	 5�7 � ���� �� ���(
�	�� � ����	�	���

�� � ��
��	����;

d

dr

(

r3H(r)
dR

dr

)

+
λ

(a− b)2
r3H(r)R = 0, (2)

d2T

dt2
+

λ

(a− b)2
c2T = 0, (3)

��	 c =
√

µ/ρ � �������� ���	�	!� # ��
� � ������� �
�	��

	 ����
" λ/(a − b)2 � ��������
�
�
)�	
	����

? �	
�$ ���	������
��� ��
��	��� 5E7 ��� )
�
���� )
���	 �)�	�	��� ��
��� H(r) �
�
���	�	
	������ � �	�	� �
	��$��	 ��
��!� 	 ��
����; �����	���� ��
� ����
 *	���� ���	�
	� �
���$1 
 ��	2��� ��
� ������	� �� ���
��;

R(b) = 0,
dR

dr
(a) = 0. (4)

'�	���
�
�	� �
� ��
���!	����1 �
� � � !��
��	
�� � ���	�	� 
��������
��� ��
��� H(r)
��	�	�� �� ��������� ���
 .�℄

H(r) = H0

( b

r

)k

, k = 3, 2, 1, 0,−1. (5)

=
��� ���
)��1 ��)���
$�
� )
�
!
 M����
4>����

� )
�
$!
	��� � �
#�*�	��� )�
!	���
�
�
�	��
 λ1 ��� ����� # ���	����$� �	�����

�� 	 �	2	��� ��
��	��� 5E7 � ��
��!� �� ��
�(
����� 567� +) ���	� �	���� )
�
!� M����
4>����

� �)�	����1 !�� ���	����	� �!	���	 ���*	����
�
��# )�
!	���; 0 < λ1 < λ2 < . . .�

��
��	��	 5E71 �!	�����1 ������
	� 
�

���!	���	 �	2	��	1 	�
� H(r) = H0(b/r)
31 ��	� ��� k = 3

� 5�7� - 0��� �
�!
	 ���	������
��	 )
�
!� 5E71 567 �������� � �
	��$��� ������	�� � )�
!	����
� ������	�� � ��������;

λn =
π2

4
(2n + 1)2, Rn(r) = Cn sin

(

√

λn

r − b

a− b

)

= Cn sin
(

(2n + 1)
π(r − b)

2(a− b)

)

.

'	�����!	���	 �	2	��� ��
��	��� 5�7 )
��� �
$��� � ���	

Tn(t) = An _
icΩnt/b, Ωn =

√
λn

γ − 1
=

π(2n + 1)

2(γ − 1)
, γ =

a

b
> 1, (6)

��	 Ωn � �	)�
)�	�� 	 !
���� ��
	�
���1 )
������	 �� ����2	��� ��
��!� # �
������ ����
�



�� ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

3��	���1 !�� 
�

���!	���	 �	2	��	 )
�
!� 5E71 567 ��������� � �
� ��
		 ���	� )
������(
��� ��
��� �� �
����
; H(r) = H0(b/r)

3 _−κr1 κ = 
lm`n� +�	$��� � �����	 )
��������� H(r)1
��� ����� # ���	����$� 
�

���!	���	 �	2	���1 � �
*	�� 	 !	�	) ��	��

�� 	 �������� 8	
���
�
�
��
��� �
 ��#1 �	�	��	� � !��
	����� 
�

�)� �����
�� # ��
	�
��� ����
 �
 �����	
�
)�
���
����� 
����
�� .6℄ �	���
 �����	���� �#���������

-�	�	� ����$ �	)�
)�	���$ ������
����	���$ �	�	�	���$ x;

x =
r − b

a− b
, 0 < x < 1

� ��	���
)�	� )
�
!� 5E71 5671 5�7 � ����

d

dx

[

(

1 + (γ − 1)x
)3−k dR

dx

]

+ λ
(

1 + (γ − 1)x
)3−k

R = 0, R(0) = 0,
dR

dx
(1) = 0. (7)

γ Ω1 Ω2 Ω3 Ω4

10 0, 0286; 0, 0123 0, 5331; 0, 5824 0, 8852; 0, 9282 1, 2833; 1, 2696

9 0, 0355; 0, 0159 0, 5970; 0, 6493 0, 9991; 1, 0375 1, 3849; 1, 4218

8 0, 0451; 0, 0215 0, 6788; 0, 7343 1, 1315; 1, 1771 1, 5797; 1, 6168

7 0, 0593; 0, 0300 0, 7873; 0, 8459 1, 3158; 1, 3621 1, 8393; 1, 8761

6 0, 0814; 0, 0442 0, 9387; 0, 9997 1, 5734; 1, 6197 2, 2025; 2, 2385

5 0, 1191; 0, 0702 1, 1649; 1, 2269 1, 9597; 2, 0044 2, 7473; 2, 7813

4 0, 1916; 0, 1242 1, 5416; 1, 6009 2, 6036; 2, 6440 3, 6557; 3, 6857
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